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Dit proefschrift is ontstaan uit de verwondering die ik reeds als kan-
didaatsstudent ervaarde over de merkwaardige relatie die er bestaat
tussen de werkelijkheid enerzijds en de wiskunde die deze werkelijkheid
beschrijft.
Dat deze relatie er is neem ik aan op grond van dagelijkse ervaring:  De
stand van een planeet kan met grote nauwkeurigheid voorspeld worden,
de snelheid van een vallend voorwerp kan met de valwet berekend wor-
den, het tijdstip van ebbe en vloed kan nauwkeurig voorspeld worden.
Voorbeelden zijn er ten overvloedde.
Bij deze probleemstelling treden twee vragen naar voren waarvan de
ene van filosofische aard is en de tweede thuishoort in de wiskunde.
De eerste vraag kan als volgt geformuleerd worden: Waarom kan men
met behulp van de wiskunde zinvolle uitspraken, ja zelfs voorspellingen
doen over de buitenwereld. De tweede vraag kan samengevat worden als
volgt: aangenomen dat er een relatie tussen wiskunde en werkelijkheid
bestaat, welke eigenschappen heeft deze relatie ?
De eerste (filosofische) vraag is de aloude vraag naar het verband tussen
ons denken en de werkelijkheid. Deze vraag brengt ons bij Plato.
Het komt ons voor dat Plato zijn ideeEn opgevat heeft als metafysische
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realiteiten, in deze zin dat zij zouden bestaan in een hogere kosmos dan
die waarin ons aardse leven zich afspeelt, dat zij onveranderlijk zijn,
dat zij niet konden geschouwd worden door onze lichamelijke ogen,
maar enkel door het hoogste deel van onze ziel, d.w.z. door de zuivere
rede. Hij vatte de IdeeBn dus niet op als gedachten, zelfs niet als ge-
dachteninhouden, d.w.z. als mentale oerbeelden die alleen maar in onze
geest als de immanente inhouden van ons intellectuele schouwen zouden
bestaan, maar als extra-mentale werkelijkheden die zich tot dat intel-
lektuele schouwen op dezelfde manier verhouden als de veranderlijke
dingen van de wereld hier beneden tot het zintuiglijke schouwen van
onze ogen.
De tweede vraag brengt ons bij Sokrates. In de Parmenides zegt So-
krates het volgende :  ':Die ideeEn staan vast in de natuur als modellen,
en de andere dingen gelijken er op en zijn er nabootsingen van, en het
deelhebben van de dingen aan de ideeBn bestaat in niets anders dan in
het feit dat zij er afbeeldingen van zijn."*
Het is precies deze relatie 'goed lijken op' die verder centraal zal staan
in mijn proefschrift.
Ik ben uitgegaan van een binaire relatie - die refiexief is en symme-
trisch.
Vervolgens wordt van deze similariteitsrelatie - een andere binaire rela-
tie afgeleid die we -' noemen; deze is in het algemeen eveneens refiexief
en transitief.
'Plato, Parmenides,  132d.
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Het invoeren van -.' laat ons toe objecten uit de buitenwereld van elkaar
te onderscheiden die met betrekking tot - niet te onderscheiden zijn.
1   De wiskunde als middel om de buitenwereld te beschrijven
Met de uitzondering van de wiskundigen, die de wiskunde als doel en
niet als middel beschouwen, maken de meeste wetenschappers gebruik
van de wiskunde omdat zij de mening zijn toegedaan dat met behulp
van wiskundige modellen de buitenwereld of althans een deel daarvan
op genoegzame wijze kan beschreven en bestudeerd worden.
Ik zal in hetgeen volgt proberen aan te tonen dat wanneer men met be-
hulp van een wiskundig model, een deel van de buitenwereld beschrijft
men in feite het volgende doet:
• Men observeert een deel van de buitenwereld, die men wil bestude-
ren. Daarbij manifesteren zich een reeks bewustzijnsinhouden. De
observatie kan gebeuren via een komplex instrumentarium, waarbij
waarnemingsgegevens automatisch geregistreerd en verwerkt wor-
den. De uiteindelijke interpretatie gebeurt steeds door de mens en
wel via een reeks bewustzijnsinhouden die zich via de waarneming
in ons bewustzijn manifesteren.
• Daarna bedenken wij een wiskundig model dat z6 geconcipieerd is
dat  tijdens de mentale konstruktie  van dat model  zich  in  ons  be-
wustzijn bewustzijnsinhouden manifesteren die erg goed lijken op
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de bewustzijnsinhouden die geinduceerd worden tijdens de observa-
tie van het deel van de buitenwereld dat wij bestuderen.
Nemen we als voorbeeld een cirkel met middelpunt o. We gaan na wat
het  verband is tussen deze figuur  en de formule y2  +  Z2  =  R2.
Wat  is er nu specifiek  aan deze figuur ? Welnu, het essentiele van  de
cirkel is het feit dat er een punt o aan te wijzen is, zodanig dat alle
punten  van de cirkelomtrek op afstand R verwijderd liggen  van  het
punt o. De formule x2   72 = R2 levert ons een deelverzameling V op
van IR x lIt nl.
V = {(z, y) C IR x IR I z2   y, = 122}.
Denken we daarbij onze cirkel geplaatst in een rechthoekig co6rdina-
tenstelsel waarvail de oorsprong samenvalt met het punt 0, dan drukt
de formule x2 + y2 - R, juist de essentie uit van onze cirkel. Een cirkel
die wij tekenen is echter geen volmaakte cirkel en hetzelfde geldt voor
iedere cirkelvormige figuur die we in de buitenwereld aantreffen.
We doen in feite het volgende:
• Wij observeren een deel van de buitenwereld.
• De menselijke geest vormt een vereenvoudigd beeld van die buiten-
wereld.
Die vereenvoudiging vindt haar oorsprong in de beperktheid van
onze zintuigen.
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• Dit vereenvoudigd beeld, eens dat het op bovengeschetste wijze in
onze  geest is ontstaan, wordt nu verder als  " referentie" gebruikt  om
te beslissen wat we in de buitenwereld al dan niet als cirkel mogen
beschouwen  [7,  p. 87].
Tussen deze referentie, nl. z2   y2 = R, en de cirkel uit de buitenwereld
bestaat nu een relatie, nl. die van similariteit.
De reBle verschillen tussen onze cirkel uit de buitenwereld en de meet-
kundige plaats uitgedrukt door
{(x, y) € IR x IR I =2 + y2 - 122}
spelen bij de beschrijving van de buitenwereld in een aanzienlijk aantal
gevallen geen beduidenswaardige rol.
Aan deze vereenvoudigde begrippen gaan we nu een autonoom be-
staansrecht toekennen:  het komt ons voor dat zij ergens buiten ons
denken in de wereld der ideeEn van Plato moeten thuishoren, daar waar
zij in feite via observatie van de buitenwereld en vereenvoudiging door
onze zintuigen door ons denken zijn gevormd.
We gaan daarbij uit van volgende v66ronderstellingen:
1.  De buitenwereld W bestaat en is onafhankelijk van mijn bewustzijn.
2.  De veranderingen in de buitenwereld vinden niet willekeurig plaats,
ze zijn onderworpen aan de wetten die gelden in de buitenwereld.
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3. Een bewustzijnsinhoud is datgene dat zich aan mij manifesteert
wanneer ik een deel van de buitenwereld observeer. Alle bewust-
zijnsinhouden verwijzen op een of andere wijze naar de buitenwe-
reld.
4. De verzameling van al mijn bewustzijnsinhouden, ook de bewust-
zijnsinhouden die zich in het verleden aan mij hebben voorgedaan,
noem ik mijn bewustzijn. Deze verzameling noemen we B.
5. De veranderingen in het bewustzijn zijn eveneens onderworpen aan
wetten.
Wat is het verband tussen de elementen uit W (de buitenwereld) en
de elementen uit B (bewustzijnsinhouden)? Een menselijke waarnemer
observeert een element w EW, daarbij vormt zich een bewustzijnsin-
houd b E B. Hoe deze bewustzijnsinhoud tot stand komt laten we in
het midden. Wel zullen we onderzoeken welke rol daarbij de menselijke
geest g speelt. We beschouwen de menselijke geest als een functie g,
die W afDeeldt naar B.
Van deze afbeelding g:W -* B gaan we een aantal eigenschappen
onderzoeken.
2  De afbeeldingscontext
Wanneer we de afbeelding g:W- *B bestuderen dienen we dit steeds
te doen binnen een bepaalde context c. Inderdaad treffen we in W een
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aantal elementen aan die binnen een bepaalde context als  gelijk' be-
schouwd worden. Nemen we als context c: 'Visueel niet te onderschei-
den van'. Nemen we een roos en het hologram van die roos. Visueel
zijn beide beelden niet te onderscheiden maar toch zijn het objecten
uit W die fundamenteel verschillend zijn. Ons bewustzijn ervaart dus
hetzelfde beeld dat afkomstig is van twee totaal verschillende dingen
uit de buitenwereld. Daaruit mag reeds blijken dat onze afbeelding
g:W-B niet 66n-eenduidig is. Er kan in sommige gevallen zelfs een
hele verzameling van objecten bestaan in 1/F, die binnen een bepaalde
context c, in het bewustzijn als gelijk ervaren worden.
Voor r E W zij Ur = {z€ W 1 9(z) =c g(r)}.
In ons voorbeeld is Ur dus de verzameling van alle z C W die visueel
niet te onderscheiden zijn van onze roos r. In de formule g(z) =c g(r)
gebruiken we de index c om aan te duiden dat deze gelijkheid context
gebonden is. c dient hier bijvoorbeeld gelezen te worden als is visueel
niet te onderscheiden van'.
Nemen we nu in de plaats van onze roos r het huis h aan de overkant
van de straat, dan krijgen we een andere UA 0 Ur, namelijk
Uh - {Z€W I 9(x) =c g(h)}.
Op deze wijze wordt W opgedeeld in deelverzamelingen. Deze klasse
van deelverzamelingen noemen we R.  Wat is nu de functie van de
menselijke geest in de totstandkoming van onze bewustzijnsinhouden ?
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Welnu, in plaats van aan een object in W, een bewustzijnsinhoud uit
B toe te voegen, voegt g (de menselijke geest), binnen een bepaalde
context c,  aan een element uit  fl een object  uit  B  toe.
De index c staat hier voor de intentionaliteit van de onderzoeker.
g : W -+ B induceert dus een functie gi : Rc -+ B.t
We krijgen dus een afbeelding 96 : Ac -+ B. Kiezen we een andere
context c, dan zal ook onze verzameling Oc verschillen. We kunnen dus
stellen :
Vc 3 Qc [91  :  nc  -+  B].
Deze formule dient aldus gelezen te worden: bij iedere context c hoort
er een klasse flc, bestaande uit deelverzamelingen van W, z6 dat g  Oc
afbeeldt naar B.
Gegeven een eindige verzameling V. Op V x V onderstellen we een
quasi-afstandsfunctie d:V x V -+ [0, co) met de volgende eigenschap-
pen:
d(x, y) 04*z=y
d(z, y) d(y, x)    voor alle (z, y) €V x V.
Vb.: de Euclidische afstandsfunctie op IR x IR.
tue = {r€W l g(z) =c 9(19)}
flc={U#119€W}
g induceert een afbeelding gl : Oc -* B, gedefinieerd door 91(Ue)=g(19).
Stel Ue = Ua,, d.w.z. 9(8) =c g(d'). Dus g& is goed gedefinieerd.
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Stel € is de nauwkeurigheid waarmede we de buitenwereld kunnen
observeren. Met andere woorden, € is de kleinste 'afstand' tussen twee
elementen uit V die we kunnen vaststellen.
We beschouwen de volgende deelverzamelingen van V x V:
K=  {(z,y)  €V x V I  d(z,y)  2  c}  e n  V x  V\K.
Voor  (z, y)  E  V  x V\K geldt  dat  d(z, y)  <  6,  m.a. w.  z  is niet  te
onderscheiden van  y.
Voor (z, y) E V x V definiitren we x-y als d(z, y) < €
en voor (z, y) C V x V schrijven we x   y als d(x, y) 2 E.
Op deze wijze bekomen we een binaire relatie die reflexief is en sym-
metrisch.
Zulk een structuur (K -) is een graaf. De knopen zijn de elementen




BINAIRE RELATIES GEfNDUCEERD DOOR
QUASI-AFSTANDSFUNCTIES
We gaan uit van een willekeurige binaire relatie - op  V.
Definitie 1: to(z) = {y E Vly-Z}.
Definitie 2:z-l y« , Accv[c -y- *c- z]. Dit is gelijkwaardig met
60(y) L LJO(z).
Definitie 3:  &1(Z) = {Y E V I y .1 z}.
Algemeen: -0 --
Z -n y *=* AC<v Ic -n-1 y _, C '.n-1 xl
Lln(Z)= <VE V ly-nx}
Stelling 1: Voor n k l i s-n rejiezief.
Bewijs :       z  -n z 4==* Accv  c -n-1 x  - c -,1-1 z .  Dit is gelijk-
waardig met An-1(x) 9 LJn-1(z).                                       0
Stelling 2: Voor n k l i s-n transitief
Bewijs :     z -n y *=* An-1(Y) C An-1(Z).
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y -n z *=* An-1(z) C An-1(Y)· Stel nu dat x -n y en y -n z.
Dan tn-1(z) C An-1(z), ofwel z -n z
Uit Stelling 1 en 2 volgt :
Stelling 3: Voor n k l i s-n een quasi-orderelatie.
Stelling 4: Voor  refiexieve - geldt:  z  -1  y  ==*  y  -  x.
Bewijs: Stel x -1 y.  Dan:  Ac€v [c - y --* c - z].  Neem c - y, dan
volgt: y-y-vy-z.
Wegens de reflexiviteit geldt  y - y en derhalve y - z.                                0
Stelling 4 kan als volgt gegeneraliseerd worden :
Stelling 5: Voor  reflezieve  -n-1,  n  2  2  geldt:  z  -n  y  =,  y -n-1  x.
Bewijs: Stel z-n y. Dan:  Accv[c -n-1 y -0 c -n-1 x].
Neem c - y, dan volgt: y -n-1 y _, y -n-1 Z.
Wegens de reflexiviteit  van ...n-1, volgt  y  -n-1  x.                                              0
Definitie 4:  . c noemen we ajkomstig van de quasi-afstandsfunctie d
als z -cy:=  d(z,y)<€.
Stelling 6:  Als V - IR en -c is ajkomstig van de Euclidische quasi-
afstandsfunctie d:V x V- * [0,00), dan geldt: z -f y *=* z=y.
Bewijs: (1) x=y =* Z-1 B Triviaal want als z=y dan volgt :
x  -1  y  4==>  Accv [c -c  z  -1  c -c  Z].
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(2) x -1 y=>x=y.
C\E Y
C   X  y
z z -£11/ 4=* AcEv [c -c Y -+ c -£ Z].
-        Stel  Z  ty.
Neem een punt z op de lijn zy, z6 dat
d(z, y) =4-  d(x, y) <c.
Dan is:
d(z, z)    =   d(z, y) + d(z, y)
d(z, z)    =   6-  d(z, y) + d(z, y)
d(z, z)   =   c t  d(x,y)>c
Dus:  z -.< y, z fc z; dus x 76: 1/.
We weten : =0 y => z 76: y.  Contrapositie:  z-i y ==*z=y.        0
Voorbeeld 1:
V = {a, b, d, e},
e a b'
Ao(a) = {a, b, e}, LJo(b) = {a, b, d},
to(d) = {b, d}, 60(e) = {a, e}.
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Matrix 1:  -   *
a b d e
a  '.-  '., + r\.'
5-7-7 4
d     +     -     -      +
e-++-
We onderzoeken de relatie -1 :
Z-ly *=> Ac [CA.y-+C-Z]
a-ia *=* Ac [c-a-+c-al dus a.vi a





a-,e *==> Ac [c've-+c-al
a-.e --+ a-.a
b- e -+ b- a
d-e-,d-a
e-€-ve-a dus a .1 e
'  -  in de ide  rij en ide kolom betekent :  a, - bj.
t We omkaderen de A-B relaties die onwaar zijn.
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1              0,eNa-+eND dus b 761 a
b-1 b ** Ac [c-b--,c-b] dus b .1 b
b.ld *=> Ac [c-d-+c-b]
a-d-,a-b
b- d -+ b-.b
d-d-+d-b
e-d-,e-b dus b .1 d
d-ib *=> Ac [c-b-*c-d]




d -1 d *=> Ac [c - d -+ c - dj dus d .1 d




e r. a -+ e - e
efvle *=> Ac [c...e-#c.ve] duse.vie
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Uit Stelling 4 volgt nu : x?O y= *y 761 z.
Uit matrix 1 volgt dan:
a 76 d dus d70la d 6 e dus e?6ld
b 76 e     dus     e 761 b e Lb dus 67616
d 7L a dus a 76l d e?Ld dus d?61 e
We verkrijgen het volgende resultaat :
Matrix 2: -1
abde
a rv1 761 761 -1
b  61 -1 -1 761
d $1 761 -1 761
8 7 1 761 761 -1
We onderzoeken nu .v2.
Z-2y ** Ac [C-'ly-+C-lz]
2a...a 4=> Ac [c,via-+CA.la] dusa.vva
a -2 e   *==>   Ac    c '..le-, c -la 
a „1 8 -4 a .1 a
b ...1 e -0 b.,1 a
d-l e _* d-l a
10
e,vl e -0 8 -,1 a dus a 762 e
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b -2 b   **   Ac   [c -1 b --+ c -1 b] dus b -2 b
b -2 d   *=*   Ac   [c-ld-*c -1 b]
a -1 d - a -1 b
b .1 d + b .1 b
10
d .1 d-0 d.1 b dus b 762 d
e.vi d -* e.vi b
d-2 d  *=*   Ac   [c -i d- *c-i d]    dus d-2 d
e *.,1 e   *=>   Ac   [c -,1 e -Ic '·.,1 e]     dus e -I,2 e
Verder volgt uit Stelling 5: x 761 y= *y 762 z.
Uit matrix 2 volgt dan:
a  61 b   dus   b 762 a   ;   d 761 b   dus b 762 d  ,
a 76i d   dus   d 762 a   ;   d 761 e   dus   e 762 d   ,
b 761 a   dus   a 762 b  ;   e 01 a dus a 7 2 e  ,
b 761 e   dus   e 762 b   ;   e 761 b   dus   b 762 e   ,
d $l a   dus   a 762 d   ;   e 761 d   dus   d 762 e   .
We verkrijgen het volgende resultaat :
Matrix 3: -2
a bde
a -2 762 762 7 2
b 762 -2   762   02
d 762 -2   762
e  ?62 762 -2
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Dienen nog onderzocht te worden:
d-25 *=* Ac [c-lb-*c-id]
a ..i b -1 a .1 d
b -1 b -+ b -1 d
d.l b-v d -id
1 1e - O-+e -id dus d -2 b
e .2 a *==> Ac  C .,1 a -4 c -1 e 
a .,la-4 a.l e
b-l a - b-l e
d-1 a -5 d -l e
e 'vl a-le .,1 e dus e .2 a
Dit levert ons het volgende resultaat op :
Matrix 4: -2
abde
a -2 762 7 2 7 2
b  62 -2 762 762
d  62 -2 -2 ?62
e 'v2 762 762 -2
We onderzoeken nu .v3.
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Z -3 Y   *=*   Ac   IC -  V -I, c -2 Z]2
a,v3a # Ac [c ,0,2a -*c-42a] dusap.,3a
b...36 *=> Ac [c.v25 -Ic.v26] dus b -3 b
d-35 *=* Ac [c-25-+c-2 d]
a.2 5 -0 a .2 d
10
b -2 b-, b -2 d dus d 763 b
dJ b .0 d -2 d
e   ..2    b   -+    e   ..2   d
d-3d *=> Ac [c-2d-c-id] dusd-3 d
6-3a 4 Ac Ic'.'2a--,c-261
10
a *v2 a -0 a -,2 e dus € 7 3 a
b.,2 a -4 b .2 e
d .2 a -5 d.2 e
e .2 a -De,v2€
3e -  e   *=*  Ac   Ic -2 e - c .v'el duse .3 e
Uit Stelling 5 volgt z 762 y ==> 7 763 z. Uit matrix 4 volgt dan :
a 762 b   dus   b ?63 a   ;     b 762 e   dus   e 763 b   ,
a 762 d dus d 763 a   ;    d 762 a   dus   a 763 d   ,
a 42 e  dus e 03 a ; d 02 e   dus   e 03 d   ,
b 762 a   dus   a 7(.3 b ; e $2 b   dus    b ?63 e   ,
b 762 d   dus   d 0.3 b   ;    e 4 2 d   dus   d 763 e




a -3 763 ?63
b $3 -3  ?63
d 763 763 -3 763
e  63 763 763 -3
Moeten nog onderzocht worden:
arvae *=> Ac Ic'·v2€ -'crwval
a,v 2£ -4 a  -,2 a
b -2 e - b -2 a
d ..2 e -+ d ..2 a
e -2 6 -ve- a dus a ..3 e2
b-ad *=* Ac [c-2d-,c.vvb]
a ...2 d -0 a .v2 b
b-2 d--+ b -2 b
d -2 d-I d-2 b
e .·,2 d -0 e .v2 b dus b -3 d
We verkrijgen uiteindelijk het volgende resultaat :
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1               2              3- -« N
1 2 3a - a a- a a - a
a .1 e  e .2 a  a .3 e
5-1 b b-2 b b-36
b-id d-25 6-3d
d -id d .2d d-3d
1 2 3e- e e.. e e- e
We merken op:  -1  = -3 Hiermede eindigt voorbeeld  1.
Aan de relatie -1 kunnen we de volgende interpretatie geven:
Stel  d(z, y)  <  c.   Dan  z  -c  y,  d.w.z.  z  en
 xy ·z     y zijn niet
te onderscheiden. Als er een z is
met d(y,z)  <  f en (1(z, z)  >  6,  dan z  -c  y
maar z $c z; en derhalve z 761 y. De relatie
-1 laat ons toe de buitenwereld te onderzoeken met een nauwkeurig-
heid die groter is dan c, waar € de 'kleinste afstand' is die we in de
buitenwereld kunnen onderscheiden. Wiskundig nadenken over de bui-
tenwereld levert dus nauwkeurigere informatie op dan deze die enkel
door observatie kan verkregen worden.
We hebben de volgende situatie (zie stelling 4 en 5) :
z -2 Y =4 Y -1 z => z - y.
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De relatie -2 laat op haar beurt toe de buitenwereld te onderzoeken
met een grotere nauwkeurigheid  dan  die  van  -1.
Uit het voorbeeld 1 blijkt echter dat de nauwkeurigheid begrensd is
aangezien . 3 =   1. We zullen dit algemeen aantonen.
Zij R een willekeurige binaire relatie over V <al, a2,•··, an ·   1 Ve
associEren hiermede een n x n matrix waarvan de elementen bestaan
uit  0  en  1. We noemen  dit de relatiematrix M(R)  van  R.   Zij  [M(R)]e
het element van de ide rij en de jde kolom. We definidren M(R) als
Volgt :
f    -   1         als   ai Raj
[M(R)]0 f
l - 0    anders.
Vertrekken we van de graaf (V, -), dan wordt  [M(-)]ij de adjacentie
matrix van de graaf (K -) genoemd.
We definiBren nu een dominantierelatie tussen de verschillende kolom-
men van een willekeurige n x n (0,1) matrix als volgt :
Zij k, j E {1,2, ..., n}      k  Ed  j.
De kolom k domineert de kolom j *==>
M(R):j =1=* M(R)ik =1 voor alle i.
Matrix 6 geeft hiervan een voorstelling.
28
ao...  ak   ...   aj  ...an
ao            0          0
00
:x l   1 x
:x  l  0
00
a i x   1    1   x
Llo(ak) <   Ao(aj)
x 1 0
aj  x         1            1          x
0            0
·x  1  0
:x l   1 x
an           0          0-                                          I
Matrix 6:
De 1-en uit de kde kolom :bedekken' dan de 1-en uit de j,le kolom.
Aangezien de 1-en van een zekere kolom ak juist de rijen aanduiden van
de knopen at die adjacent zijn met ak, d.w.z. waarvoor a,Rak, en dus
de elementen van 60(ak) = {aila,Rak} zijn, betekent het domineren
van de k(le kolom t.o.v. de jde kolom dat to(aj) C to(ak). M.a.w. dat
ak -1 aj, in het geval dat R = -.
Voor  voorbeeld   1   hebben we gevonden  dat   -3   =   -1.     We  gaan  nu
aantonen dat voor iedere binaire relatie - op V er een natuurlijk getal
n bestaat zo dat -n = -1.
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Heeft men de matrix M(-) neergeschreven, dan kan men daaruit on-
middellijk de matrix M(-1) alleiden. Om te beslissen of het element
[M(-1)]kj een 0 of een 1 is moet men enkel nagaan of de k(le kolom in
M(-) de jde kolom in M(-) niet of wel domineert.
Men kan het procddd nu voortzetten.
M(-1) _* M(-2),...,M(-n).
Op het ogenblik dat M(-n) = M(-1) stoppen we en vinden we de orde
van -1.
Definitie 5: Is R een binaire relatie over X, dan noteren we de con-
verse relatie met R-1, waarbij R-1 = {(y,z) €X x X I (z,y) € R}.
We hebben dan
R  is  symmetrisch   AR=  R-1.
Stelling  7:   -2  =   (-1 )-1.  Is -1 symmetrisch  (en dus een equivalentie
relatie), dan hebben we dat ...1 = -2 - -n  woor alle n E IN.
Bewijs: We tonen eerst aan dat ...2 =(- -1 -1 Daartoe laten we
zien dat
a -1 b  *=*  a(-2)-lb,
ofwel a -1 b  *=>   b -2 a,
ofwel a -1 b  *=*  61(a) C 61(b).
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Het bewijs bestaat uit twee delen:
1. a  1 b => 81(a) (2 &1(b).
Stel a #.#1 b en z € 81(a) d.w.z. z -,1 a.
Omdat -1 transitief is, z -1 b, m.a.w. z E &1(b).
Dus als a -1 b, dan 61(a) C &1(b); m.a.w., als a -1 b, dan b -2 a.
2. &1(a) C &1(b) =# a -1 b.
Stel 61(a) C &1(b), dus b -2 a; d.w.z. Accv [c -1 a -+ c -1 b]. Neem
c = a, dan volgt a -1 b.
We hebben nu aangetoond dat
a -1 b * Al(a) & Ljl(b) *> b -2 a.
Dus -1 -  -2)-1, ofwel  (-1)-1  - -2  . Uit dit laatste volgt :
-1 -,<,2 0 -1 is symmetrisch. Is -1 symmetrisch dan kunnen we op
analoge wijze aantonen dat
gl =N 2 = -3 =... =Nn      Voor  alle n  €  IN.                                                 0
Definitie 6: De onie van -1 is per dejinitie:
inf{n €IN  -1 I...n   n 41}.
Stelling 8:  (i)  -1 = ...2n+1 voor alle n E IN.
(ii) Als -1 symmetrisch is, dan zelfs  -1  -  -n   voor  alle  n  €  IN.
Bewijs:
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(i)  Uit  Stelling 7 weten  we  dat  .1   =    (-2)-1. We tonen  nu  aan  dat
-3 -  -2 -1,
Stel a -3 b, d.w.z. Acev [c -2 b -+ c -2 al.  Aan te tonen:  a(-2)-lb
ofwel b -2 a. Welnu, neem c = b.
Omgekeerd, stel a(-2)-lb, d.w.z. b -2 a.  Aan te tonen: a *..3 b, d.w.z.
AcE v [c -2  b -,  c.v2  al.
Stel dus c -2 b. Omdat -2 transitief is, volgt c -2 a.
We hebben nu aangetoond dat
-2 -  -3 -1 
ofwel dat
 -2 -1 -
3
Daar -1 -   (-2 -1  volgt dat  -1  = -3.  De orde van -1 is hoogstens 3.
(ii) Zie Stelling 7. De orde van -1 is dan 2.                              0
Definitie 7:z-l y *=* Ac<v[c -y 4-+ C -Z]
Deze binaire relatie heeft volgende eigenschappen:
1. 'vi is refiexief. z -1 Y *=* AcEVIc - y *-+ c - z]. Dit is ge-
lijkwaardig met 60(y) = to(z). z -1 x is gelijkwaardig met
Ao(Z)= AO(Z).
2. -1 is symmetrisch.
Z -1 y *=* Ac[C - y *-* C - x] 4==* 80(y) = 80(Z) *=> 1 -1 z.
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3. -7 is transitief.
Stel z -1 7, d.w.z. Ac[c - y H c - x], ofwel LJo(y) = LJo(z).
Stel ook y -1 z, d.w.z. Ac[c - z 4-+ c - y], ofwel 80(z) = LJo(y).
Waaruit to(z) = to(z) of z -1 z.
Uit (1) (2) (3) volgt dat -1 een equivalentierelatie is.
Definitie 8:
-0 = ' V
Z -n y   4*   Ac€v [C -n-1 111 4-' C -n-1 Z]
Aj(Z)  =  {V E V|y-n Z  
Uit definitie 8 volgt: Z -n Y #* LJI-1(y) = Al-1(Z).
Stelling 9:  -1 - -2 -  · · ·  - -n woor alle n€ IN
Bewijs: We tonen aan dat
a -1 b *=* a -2 b.
Uit definitie 8 volgt:  a  2 b *=*  6;(a)  =  6;(b). Het bewijs van
Stelling 9 bestaat uit twee delen.
1. a -1 b ==* LJ;(a) = LJ;(b)
*.i is een equivalentierelatie.
6;(a) = {x I x -1 a} en A;(b) = {x I x -*1 b} zijn equivalentieklassen.
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Stel a -1 b. Dan a € 8;(b).
Daar -1 refiexief is, geldt ook a -la.
Dus ook a E LJ;(a), waaruit a E A;(a) n &;(b). De equivalentieklassen
zijn niet leeg, waaruit &;(a) = A;(b)
2. LJ;(a) = LJ;(b) =* a .41 b. Welnu, a € 8;(a); stel nu
A;(a) = 8;(b), dan a € 8;(b), dus a -1 b.                             0
1 Axiomatisering
Veronderstel dat wij een quasi-afstandsfunctie hebben
d: V x V -,[0, co),  een€>0
en
z  -  y   *=*  d(x,y)   fg  E.
Td g V4 wordt als volgt gedefinieerd :
defTd(w, z, 7, z) *=* d(w, z) 5 d(y, z).
Intuitief geinterpreteerd betekent Td(w, Z, y, z): w lijkt minstens even
goed  op  z  als  y op z. Veronderstellen we verder:  d(zo, yo)  =  4  dan
krijgen we:
x -' y *=* Td(Z, 7, Zo, yo)·
Stel <K T> met T C V 4 voldoet aan de volgende axioma's (zie [20]):
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(Ti) T(w, z, y, z) v T(y,z,w, z)
(T,) T(u, v, w, x) -+ (T(w, z, y, z)-+ T(u, v, y, z))
(T3)    T(z, z, y, z)
(T4) T(Z, y, y, y)   -0  z =y
(TS)   T(z, y, y, z)
Wanneer d een quasi-afstandsfunctie is op V en
Td(w,x,y,z) 4 d(w,z) S d(y,z)
dan volgt daaruit dat aan Ti,...,Ts voldaan is.
Gegeven een T die voldoet aan bovenstaande axioma's, definiEren we
de volgende binaire relaties op  V  x  V.
Definitie 9: Ri[(z, y),(u, v)] «=> T(z, y, u, v).
Lemma 1: Rl is repezief transitief en totaal.
Bewijs: Refiexief: Rl [(Z, Y), (x,y)] ·8* T(z, y, x,y).
T(x, y, Z, y) volgt uit T2 + T5:
T(Z, y, y, x) -+ (T(y, x, x,y) --, T(z, y, z,y)).
Transitief: We moeten aantonen  dat
RI[(z, y),(u, v)] /\ Rl[(u, v),(w, z)] ==* Rl[(Z, Y), (w, Z)].
Dit volgt onmiddellijk uit T2:
T(z, y, u, v)-6 (T(u, u, w, z)-+ T(z, y, w, z)).
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Totaal: We moeten aantonen dat
R1[(z,y),(u, v)] v Rl[(u, v),(Z,y)]
ofwel
T(x,y,u,v) VT(u,v,Z,y),
en dit is Ti.                                                                                                      El
Verder definiBren we:
Definitie 10 :  R2[(z, y), (u, v)] *=> Rl[(z, y), (u, u)] A Rl[(u, v), (z, y)]
Lemma  2:   R2  is een equivalentierelatie  op  V  x  V.
Bewijs:
.     R2  is refiexief: volgt uit definitie vanR2 en lemma 1.
.    R2 is symmetrisch. We moeten aantonen:
R2[(z, y), (w, z)1 4 R2[(w, z),(Z, y)]. Welnu,
R2[(x, y),(w, z)] *=> T(z, y, w, z) A T(w, z, z, y), en
RY[(w, z),(z,y)] *=* T(w, z, x, y) A T(x, y, w, z).
.   R2 is transitief. We moeten aantonen dat:
R2[(z, y),(u, v)] A R2[(u, v),(w, z)] 4 R2[(z, y),(w, z)]. Dit volgt on-
middellijk  uit de definitie van  R2  en uit lemma  1.                                              0
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Definitie  11 :  R3[(x, y)modR2, (u, v)modR21 4 Rl[(Z, y),(u, v)].
We willen aantonen dat R3 een totale orderelatie is op 0 =V x VIR,·
Daartoe moeten we aantonen dat:




Maar eerst en vooral moeten we laten zien dat R:3 onafhankelijk is van
de keuze van de representanten van de equivalentieklassen.
Stel    (z', y') zit in dezelfde klasse als (z, y)
(u',v') zit in dezelfde klasse als (u, v).
We nnoeten aantonen dat :
R3[(x, y) modI22, (u, v) modR21 4==* 123[(x'' y') modR2, (u', v') mod.R21·
We tonen eerst aan:
123[(x,y) modR„(u, U) modR21=4 123[(Z',y') modR2, (u', v') modR21·
Stel dus R3[(x, y) modR2, (u, v) modR2], d.w.z.  Rl[(Z, y), (u, u)] ofwel
T(I,y, u, v).                       (1)
Veronderstel verder dat (z', y') in dezelfde klasse zit als (z, y) en (u', u')
in dezelfde klasse zit als (u, u), dan geldt:
R2[(z, y), (z', y')] en 122[(u, U), (u', U')],
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d.w.z.
T(z, 7, z',y')    A   T(z',y',z, y)                            (2)
en T(u, u, u', v') A T(u', v', u, u).                           (3)
We nnoeten aantonen dat T(z', y', u', v').
Welnu uit 2 en 1 volgt m.b.v. axioma T,    T(z', y', u, v).                    (4)
Uit 4 en 3 volgt m.b.v. axioma T T (Z', y', 14', U').
Het bewijs van
R3[(z", y')modR„(u', U') modR214 R31(z, y) modR„(u, U) modR ]
verloopt identiek.
Stelling 10 :  16 is een totale orderelatie op V x VIR2
Bewijs: R3  is reflexief: Volgt  uit de definitie  van  R3  en  uit  de
reflexiviteit van  Rl ·
R3  is transitief: Volgt  uit de definitie  van  R3  en  uit de transitiviteit
van Ri.
R3  is totaal: Volgt  uit de definitie van  R  en uit de totaliteit van  Rl ·
R3 is antisymmetrisch : Inderdaad:
R3[(z, y)modR„ (u, v)modR2] A R3[(u, v)modR2, (Z, y)modR21 =26
R [(z, y),(u, v)] A Rl[(u, v),(z, y)]:2# R2[(x, y),(u, v)] 4
(z, y)modR2 = (u, v)modR,.
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De laatste pijl volgt uit het feit dat 122 een equivalentierelatie is. We
hebben aangetoond dat I een totale orderelatie is op fl = V x 1//R2 ·  0
De R2 equivalentieklassen in V x V worden door R3 als volgt geordend :
R, equivalentieklasse - (r,y)
(S,t)      3
Ri  F'\
(u,v) (W,Z)




Als V een eindige verzameling is, dan hebben we eindig veel R  equi-
valentie klassen in V x V.
Stel dat (z, y) en (s, t) twee paren zijn uit de bovenste R2 equivalentie-
klasse, dan geldt :
R2[(z, y),(s, t)] = Rl[(z, y),(s, t)]ARl[(s, t),(x,y)] = T(x, y, s, t)AT(s, t, z, y).
Intuitief betekent dit: z lijkt even veel op y als 8 op t.
Zijn nu (u, v) en (w, z) twee paren uit de tweede R2 equivalentie klasse.
Dan geldt eveneens:
R2[(u, v), (w, z)] = Rl[(u, v),(w, z)] A Rl[(w, z),(u, v)].
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Ieder paar uit een lager liggende klasse staat in Rl relatie met ieder
paar uit een hoger liggende klasse. Inderdaad :
Stel dat R [(u, u),(z, y)] = T(u, v, x, y)
en Ri[(a, b),(u, u)] = T(a, b, u, v).
Uit T2 Volgt :
T(a, b, u, v)-+ (T(u, u, z, y)-i T(a, b, x, y))
en dus
Rl[(a, b),(z, y)], ofwel T(a, b, x, y).
In de onderste R2 equivalentie klasse staan de paren (z, z).
Zij  gegeven een quasi metrische ruimte  (K d),  d  :   V  x  V  -+  Tr'+ waar-
voor:
d(z, y)   =   0 *=4 z = y,  en
d(z, y)   =   d(y, z) voor iedere (z, y) E V x V.
Met (V, d) hebben we een T-ruimte geassocieerd:
Td(x,y, u, v) 4==* d(z,y) 5 d(u, v).
De axioma's Ti tot en met Ts zijn dan vervuld.
Definitie 12: We noemen (Vi,di) T-equivalent met (1/2,d2), en we
noteren:
(Vi, dl) 9; (1/'2, d2) indien (Vi 'Tdi )  -  (V 2' T12)' X   d. w.z.
1 2 :Isomorf.
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wanneer er een f: 14 -+ 1,5 bestaat die bijectief is, zd dat
Tdi (x'y, u, v) *=* Td,[f(z),f(y), f(u), f(v)].
Wanneer 1/1 - V wordt dit:
(V, dl)   T  (V, d2)      4=*      (V, Tdi)  -  (K Td, )
of (V x V, 141) . (V x V,g,)
als er een f : v -* v bestaat die bijectief is, z6dat
14' 1(x,y),(u,v)} *=> Rf [(f(x), f(y)),(f(u), f(v))1.
Stelling 11:  T  is een equivalentie relatie over de klasse van de quasi-
metrische ruimten.
Bewijs: (1) Refiexief: (V, 4 T (K d); triviaal, neem voor f:V -0 V
de identieke afbeelding.
(2) Symmetrisch:
(14 , dl )  9  (14, 612)  ==*  (1 2' (12)  9  (14, dl)·
Stel dus (11'dl) * (1/2,66)· Hieruit volgt : Er is een bijectie
f:  1/l  -+  1/ ,
z6 dat
Tdi (z, y, u, v) *==> Td,[f(Z),f(y),f(u),f(v)].
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Neem g  :  14  -1  Vi  met  g  -  f-1, dan geldt  ook  dat
Td2(x, y, u, v) 4=* Tdi[9(Z),g(y),g(u),9(U)]
(3) Transitief: Als (Vi,di) T (1/2, d2)   en   (14, d2)    T   (14' d3), dan ook
(14'dl) 9 (14,(6). Inderdaad :  Als f : Vi -+ V2 bijectief is en
Tdi (z,y, u, v) *==> Td2[f(z), f(y), f(u), f(u)]
en h:V2 --+ 14 bijectief is en
T#(z, y, u, u) 4=* T4[h(z),h(y),h(u),h(v)],
dan geldt : h o f:V i -I V3 i s bijectief en daarenboven geldt dat :
Tdt (z,y, u, v) 4==4* T73[(hof)(x),(hof)(y),(h of)(u),(hof)(v)].      0
Definitie 13 : Een functie d :V x V -+ IR noemen we een quasi-
metriek over V als:
(i) d(x, y) = 0 *> x = y, en
(ii) d(z,y) = d(y, x) voor alle x, y C V.
Is daarenboven nog voldaan aan
(iii)  d(z, z)  5  d(x, y) + d(y, z)  voor alle z, y, z  €  V,  dan  noemen  we
d:V x V -+ l I t een metriek over V.
Stelling 12: Voor elke quasi-metriek over eindige V bestaat er een
metriek d over V die T-equivalent is met die quasi-metriek.
Bewijs: Zij d een quasi-metriek over V en V eindig.
Td(z,y, u, u) 4==* d(z, y) 5 d(u, u).
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We definiEren:
d- :f l- {Ix, zl; z€ v} --* [1,2] met n =V x ViR2,
waarbij  Ix, xi de R -equivalentie klasse is van het paar (z, z).  Merk op
dat Iz, zI = ly, yl voor iedere Z,YE V.
2 : n-{Iz,zl;:re V}-+ [1,21 heeft per definitie de volgende eigen-
schappen:
R,[Iz,y|,lu, ul]  *=*  d-*[Iz,yl] s d*[lu, vI],
d-* :n-{Ix,xi; ze V}   - [1,21 isinjectief,
d*lz, z I = 0.
Definitie 14 :   We dejiniEren d- :V x V- - + lIt+ aldus :
d-(z,y) Djf d-*[Ix, yl].
Bewering :  d* is een metriek op V en
C K d*)   T   (V, d).
Bewijs:  We gaan eerst na dat d* een metriek is.
d-(z, z) = 0, want d-(z,z) = d*[Iz,xi] = O.
d*(z, y) -0=>Z= y want d* is injectief.
d-(x, y) = d-(y, z),(x, y) €V x V, want  z, y  =  y, z .
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Blijft de driehoeksongelijkheid: We moeten aantonen:
d*(z, y) + d*(y, z) 2 d-(z, z) voor iedere x, y en z C V.
We hebben de volgende ongelijkheden:
1    5   d-(z, y)    5   2  1
>  dus 2 5 d*(z, y) + d*(y, z) fl 4
1  5  d*(y,z)  5  2 J
en 1 5 d-(x,z) 5 2. Verder geldt dat (K d.) 9 (K d). Inderdaad: We
moeten daartoe laten zien dat  (K Td·)  -  (K Td). Daarvoor  moet er een
bijectie (p : V --* V zijn, z6  dat
Td. (Z, Y, u, v) *=>    Td[(2(Z),4(y),F(u),M(v)]
8                       8




Td(Z, y, U. V)
8
d(x, y) 5 d(u, v)
Neem voor W : V -+ V de identieke afbeelding, dan:
d(g,(z), p(y)) S d(W(u), p(u)) 4==> d(z, y) 5 d(u, u).                   0
Verder tonen we nu aan:
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Stelling 13: Gegeven een T-ruimte (1/, T), T Q V4, V eindig, waarbij
T voldoet aan de azioma's Ti  tot en  met Ts, dan bestaat er een metriek
dT :V x V -4 IR+ zd dat (KTdT) Z (KT).
Bewijs: We definiBren :
R#[(z, y),(u, v)] 4=> Rl[(z, y),(u, u)] A -7R2[(Z, y),(u, v)].
Definieer d.r :V x V -{(z, x) ze V} -+ [1,2] als volgt :
R4[(z, y),(u, u)] 4==* 04(z, y) < dl'(u, v),
R2[(I, y),(u, U)] *=* dTCZ, y) = 64(u, v),
dT(x, Z) = 0,
dT :V X V- {(x, x)|x €V} --4 [1,2] is injectief.
We  tonen  aan  dat  d een metriek  is  op  V.
1.  dT(Z,Z) = 0.
dT(z, y) =0 =4 z=y, want dT is injectief.
2.  04(z, y) = dT(y, Z). We merken op  :
R,[(z,y), Cy, z)], derhalve dT(:r, y) = dT(y, x).
3.  dT(z, Y) + d.r(Y, z) 2 dT(Z, z). Inderdaad:
1  5  dT(z,y)  5  2  
k  ==* 2 5 dT(z,y) + dTCY,z) 5 4
1  5  dT(y, z)  5  2 J
en
1 5 dT(x, z) 5 2.
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We nnoeten nog aantonen dat :
(KT) - (K TdT)·
Daartoe moeten we laten zien dat er een f:V- , V bestaat, bijectief,
z6 dat:
T(Z, v, u, v) *=> TdT[f(I),f(y),f(u),f(U)].
Neem voor f:V-v V d e identieke afbeelding.
Dan moeten we aantonen dat:
T(x,y, u, v) 4=> Tdr(Z, Y, u, v)
8 8
Ri[(z, y),(u, U)] dT(z,y)  S  dT (u, v )
8
dT(z, y) 5 dT(u, v)
0
2  De universele Random T-ruimte van niveau m
Uitgaande van een quasi-afstandsfunctie d op een verzameling V hebben
we in het voorgaande een 4-plaatsig predicaat Td gedefinieerd;
Td(z,y, u, v):= d(z, y) S d(u, v).
Td  voldoet  aan de axioma's  Ti  tot  en  met  Ts.
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Zij  V, - C{x, Y}|Z, Y E VIx 56 y}.  In het voorgaande hebben we bij een
gegeven T die voldoet aan Ti tot en met Ts een equivalentierelatie R2
OP V2 gedefinieerd :
{x, y}R,{u, v}:= T(z, y, u, v) & T(u, v, z, y).
En de verzameling van equivalentieklassen in 1/2 modulo R2 werd lineair
geordend als volgt:
I{z, Y}]R, R3 [{u, u}]R, := T(z, y,u, v).
Als V nu eindig is en T een 4-plaatsig predicaat op V dat voldoet aan
de axioma's Ti tot en met Ts, dan is 1/2 de disjuncte vereniging van een
eindig aantal equivalentieklassen  Eo,...,Em_1. De elementen  van  Ei
noemen we bogen van kleur i.
Omgekeerd, als bij een gegeven verzameling V, 1/2 een disjuncte vere-
niging  is van verzamelingen  Eo, E l, · · · , Em_ten  w e definiEren T als
T(x, y, u, v):= {x,y} E E, en {u, v} E Ej
voor  zekere i,j  met  isj, dan voldoet  T  aan de axioma's  Ti  tot  en  met
TS·
Een  paar  <K T>, waarbij  V een verzameling  is, T voldoet  aan  Ti  tot
en met Ts en 14 =E o u E l u. . .u Em-1 een disjuncte vereniging is, is
een m-gekleurde graaf. We veronderstellen dat de kleuren welgeordend
zijn.
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Voorbeeld 2:  Zij IVI = 4. ls zwart kleur 0, rood kleur 1, blauw kleur
2, dan is in dit uoorbeeld:
1 -       blauw           -2
' rood      Eo {{1,4},{3,4}} zwart, kleur 0
Ei          ({1,3},{2,3}} rood, kleur 1
zwart rood
E2  {1,2},{2,4}} blauw, kleur 2
 lauw  
ci                  b
4        zwart           3
en we hebben bv. T(1,4,1,3) en T(2,3,2,4) en T(3,4,1,2)...
1234 T is volledig bepaald door de gekleurde graaf
en de welordening op de kleuren. Dit kan ook1*2 1 0
2 2*1 2 voorgesteld worden met een IVI x IVI
matrix
die symmetrisch is en een symbool * op de3 1 1*0
diagonaal heeft en waarvan de elementen be-4 0 2 0*
horen tot {0,1,2,...,m-1}en met :
aij = U 4* {i, j} E Eu.
Definitie 15 :  Zij C een klasse van relationele structuren (bu. de m-
gekleurde   grafen).     Zij  M   €C.M   is   universeel    dan en slechts   dan
wanneer iedere eindige structuur van de klasse C een deelstructuur is
uan M.
Definitie 16 :  Zij M een relationele structuur (bu. een m-gekleurde
graaf).   M is hornogeen wanneer ieder isomor»me tussen eindige deel-
structuren van M kan uitgebreid worden tot een automor»me van M.
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Stelling 14 : Op isomorjie na is er din  unieke aftelbare lineaire m-
gekleurde graaf Um, die universeel en homogeen  is [1, p. 33].
Voor een aftelbare lineair m-gekleurde graaf
ilR definiEren we volgende eigenschap.
i21   -
1 -__13»3523 j U---J . Eigenschap B: Gegeven een eindige verzame-
£4  7 ling van knopen {il,i2,·••,ik} C IN. Hecht
aan elke knoop 4 (u =1,2, - . ,k) een kleur ut.  E {0,1,2,...,m- 1},
dan bestaat er steeds een knoop j  €IN z6 dat  {iv, j} €  Eu„ voor iedere
v E {1,...,k}.
B
Voor m=2 kan eigenschap B als volgt ge-
/   / ·A--L formuleerd worden: Voor iedere eindige ver-1 1-
1   1 -1--i Z zameling B van knopen en iedere A C B, be-
\  c//
staat er een knoop z, z6 dat de adjacente kno-
pen van z in B precies de knopen uit A zijn.
Definitie 17:  u is adjacente knoop  van z := {u, z} E Ei ·
Stelling 15 :  Zij < K T> een aftelbare m-gekleurde graaf.  < K T>
is  isomorf met  Um  dan en slechts  dan  als  <  K T  > de eigenschap  B
heeft  Il,  p. 451.
Rado [15] geeft voor Um het volgende standaardmodel en toont aan dat
Um eigenschap B heeft. Zij V aftelbaar, bv. V = IN. Om de matrix
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van Um te verkrijgen moeten we de m-aire expansie zoeken van het
natuurlijke getal j :
Voor i<j (i,j€IN) stellen we:
00
a,j =Z i *==> j=E Zimv,
V=0
waarbij  0  5  zi  6  m  -1.   aij  is  per  definitie  de  codfficient  van  mt  in  de
m-aire expansie  van  j.
Voorbeeld 3:  Is nu m - 3, dan is aO5 = 2, a15 = 1, a25 - 0, a35 - 0,
a45 = 0 want 5 = 2.30 + 1.31.
En a07 - 1, a17 = 2, a:7 - 0 voor *2 2 aangezien 7 - 1.30 + 2.31.
Voor m=2 ziet de matrix van de universele graaf U2 er als volgt uit :
0 1 2 3 4 5 6 7 8
0*1 0 1 0 1 0 1 0
1 *1 1 0 0 1 1   0
2         *  0  1  1  1  1  0-8.1.23
3            *00001
4               *0000
3  De universele random Graaf
We  noteren de universele m-gekleurde graaf  met   Um.    Kies  nu  de  ele-
menten a,j random. Met andere woorden, voor ieder paar natuur-
lijke getallen {i,j} gooien  we een dobbelsteen  met m nummers  op:
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{0,1,2,..., m - 1};  krijgen  we nummer u,  dan  stellen we aij  =  u  of
{i, j}  E  Eu.   De  kans  dat  een zo verkregen gekleurde graaf eigenschap
B  heeft  en dus isomorf is  met  Um,  is  dan  1  !
Inderdaad,    kies   bv.   voor de knopen   {il, i2, · · · , ik} de kleuren
Uil ' U:2 'I I'I Uik·
Als j 91 {il, £2,·•·, ik}, dan is de kans dat
(ailj, a:2 j,···, aik j) = (uil, u:2,•••, uik)
gelijk aan *. De kans dat j dus geen goede knoop is, is 1 - mik.
Is j' een tweede knoop verschillend van de vorige, dan is de kans dat
geen van beide goed zijn (1 - *)2. Neem een derde knoop j",de kans
dat j, j' en j" niet goed zijn is (1 -  )3. Omdat
1
lim (1 - -)n = 0,n-too        mk
is de kans dat geen enkele knoop goed is dus nul. Bijgevolg is de kans dat
er  wel een goede knoop  is  dus  1.   Dus  de  kans  dat de karakteriserende
eigenschap B geldig  is,  is  dus 1. Ofwel,  de  kans dat, indien  men  de
elementen aij willekeurig kiest, men de matrix krijgt van de gekleurde
graaf Um is 1  (zie [1, p. 87]).§                                                                 0
§ Men krijgt natuurlijk  niet de matrix  van ons model,  maar  wel een matrix  die
daar mee equivalent  is,  m.a.w. een matrix (bij)i,j EN  z6  dat  als  (aij) de standaard
 matrix is van Um (aij = z   als j = I=9)mu) er een :r €  Sym (IN) bestaat z6
V
dat 6,(i)*(j) =  aij.
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Stelling 16 :  Is  <K Tu„.>   de  universele  T-ruimte  met m equivalen-
tie  klassen,   V  -IN,   {zo, yo}  €   1/2, en dejinieert  men  z   -  y   *
T(z, y, zo, yo),  dan zal,  als  {zo, yo}  1  Em-1 (de grootste), de lineaire
graaf (IN,-) steeds isomorf zijn  met de universele graaf U2.
Bewijs: Stel dat {zo, yo} €E u met O f u j i m-2.  Dan zal
z - y ** {z,y} € Eo u El u E, u...u Eu.
We willen aantonen dat deze graaf (IN, -) isomorf is met de universele
graaf  U2.
Daartoe moeten we aantonen dat voor (IN, -) eigenschap B geldt. Voor
een 2-gekleurde graaf kan eigenschap B geformuleerd worden als volgt:
Zijn Ao en Ai twee disjuncte eindige deelverzamelingen van IN. Dan
moeten we aantonen dat er steeds een z €IN bestaat z6 dat
z ... ao voor alle ao E Ao
en
z  76  al  voor  alle  al  €  Al·
Omdat de universele m-gekleurde graaf eigenschap B heeft, weten we
dat er een z E IN bestaat z6dat
{z, ao} E Eo voor alle ao € Ao
en
{z, all € Em-1  voor alle al € Al·
Omdato  Su S m-2, volgt  uit  {z, ao}  E  Eo  dat  z  -  ao.   En  uit
{z, al} E Em-1 dat z 0 al·                                                  0
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Uit stelling 16 volgt dat de --relatie, afkomstig van de universele T-
ruimte met m equivalentieklassen, onafhankelijk is van de nauwkeurig-
heid van waarneming tenzij deze minimaal is ({zo, yo} C Em_1).
Stelling 17 :  Zij  <V, ->  de universele graaf  U2· Wij dejinie-ren een
metriek d:V x V- +I R als volgt :
d(z,y)  =   1          als  z  -  y,
d(z, y) - 2     als z 76 y,
d(x, z) = 0     voor elke z € V.
Neem a € V, dan zal B(a) = {z € V jd(z, a) = 1} isomorf zijn met U2.
Bewijs:
Het volstaat aan te tonen dat B(a) de eigenschap B heeft. Dat B(a)
aftelbaar oneindig is volgt uit het standaardmodel.
B(a)
We moeten aantonen dat voor iedere eindige
A             verzameling B C B(a) van knopen uit B(a)
en iedere deelverzameling A C B, er een
.Z z E 19(a) bestaat, z6 dat de knopen a die ad-
jacent zijn aan z in B (d.w.z. a - z) precies de knopen uit A zijn. Dit
kan als volgt geformuleerd worden:
We merken eerst op :  z  €  B(a)  4>  d(z, a) -  1. We moeten aantonen
dat er een z bestaat z6 dat:
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(1)  d(z, a) 1,
(2)   d(z, a') 1   voor alle a' € A,
(3)  d(z, b) 2   voor alle b€B-A.
Inderdaad :
Noern A U {a}        A'
en B U {a} B',
B
A Aangezien <V, -> de eigenschap B heeft, be-
staat er een z E V, z6 dat de adjacente kno-
a 0 B(a
pen van z in B' precies de knopen van A' zijn.
Dus:
z     d(z,a')    =   1     voor alle a' E A' =   A U {a},
d(z, b)     =   2    voor alle b E B' -A'   =   B-A.
Aangezien a 0 B(a) voldoet z aan de voorwaarde (1) (2) (3).         0
Stelling 18 :  Zij <V, -) de universele graaf U:z · We dejiniEren een me-
triek d:V x V- , IR als volgt :
d(z, y) = 1      als z - y,
d(z, y) = 2     als z 76 y,
d(z, x) = 0     voor elke z E V.
Neem a€V e n b€V.
Zij B(a) {z E V d(z, a) = 1},
B(b) {z € VId(z, b) = 1}.
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Dan zal B(a) n B(b) isomorf zijn met <K ->.
Bewijs: We tonen eerst aan dat voor a E V,bE K a T u b steeds geldt
dat B(a) n B(b) 56 0. {a, b} is een eindige deelverzameling van <K ->.
Aangezien de eigenschap B in <K -> geldt, bestaat er een z EV,z6
dat a-z e n b-z.  Dus:
z € B(a) 1
> en dus B(a) n B(b) 4 0.
z € B(b) J
B(a) n B(b)        B
A           We tonen nu aan dat B(a) n B(b) isomorfa
is  met de universele graaf  <K ->. Daartoe
volstaat het aan te tonen dat B(a) rIB(b) de
b      z
eigenschap B heeft. We moeten aantonen
dat voor iedere eindige verzameling
B C B(a) n B(b)
en iedere deelverzameling A C B, er een z € B(a) n B(b) bestaat z6
dat de adjacente knopen van z in B precies de knopen uit A zijn. We
merken op:
z C B(a) n B(b) 4> d(z, a) = 1 en d(z, b) = 1.
We moeten aantonen dat er een z bestaat z6 dat:
(1)  d(z, a) 1    en d(z, b) = 1,
(2)    d(z, a') 1   voor alle a' € A,
(3)  d(z, b) 2   voor alle b E B-A.
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Inderdaad:
Noem    A U {a} U {b} = A'
en B U {a} U {b} = B'.
Aangezien <K -) de eigenschap B heeft, bestaat er een z € V, z6 dat
de adjacente knopen van z in B' precies de knopen van A' zijn. Dus:
d(z, a')   =    1 voor alle a' €A' =A U {a} u {b},
d(z, b)    =   2 voor alle b€B' -A' =B-A.
Aangezien a % B(a) en b % B(b) geldt eveneens dat a % B(a) n B(b) en
b % B(a) n B(b) en voldoet z aan de voorwaarden (1), (2) en (3).     0
Deze stelling kan als volgt gegeneraliseerd worden.
Stelling 19:  Zij  <K ->  de universele graaf  112. wij dejinie-ren een
metriek d:V x V -+ I R als volgt :
d(z, y)- 1      als z -y,
d(z,y)  =  2        als  Z  fy,
d(x,x) = 0     voor elke z € V.
Neem ai E V, i=1,2, . . . ,n.  Zij




isomorf met de universele graaf (11, 4.
Het bewijs is volledig analoog met het bewijs van stelling 18.         0
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Nemen we in stelling 19 aftelbaar veel bollen B(ai) i=1,2, . . . ,0 0, dan
is FIB(ai) niet isomorf met de universele graaf (V, ->. Inderdaad neem
a  E  V.   Laat  X  =  {x  E  Vid(z, a)  =  1}.   X is aftelbaar, want V is
aftelbaar. Zeg X= {al,(12,··· ·
Bewering :  AB(a:) is niet isomorf met  V, en zelfs is AB(a:) een eindige
verzameling.
Immers: laat b € AB(ai),  b 5£ a.  Daar V de eigenschap B heeft, is er
een z€V met
d(z, b) = 2, d(z, a) = 1.
Dan z € X, dus z = a, voor zekere i. Maar b € B(ai), dus b E B(z),
dus d(z, b) = 1, in tegenspraak met d(z, b) = 2.
Conclusie: AB(a,) bevat alleen a.
4    Een alternatief model voor de m-gekleurde graaf
Als standaard model voor Um wordt meestal gebruikt:
Voor i<j (i,j, E IN) stellen we:
(DC)
aij  =  Zi  *  j  =  E Zim'.
U=0
De kleur van het paar {i,j}, i < j, is de co6fficient van mi in de m-
aire  expansie  van  j. Als alternatief model suggereren  we het volgende.
Aan ieder paar {n, q} kennen we een kleur toe.  Er zijn m verschillende
kleuren :  0,1,2,...,m-1. We nummeren de priemgetallen als volgt :
po = 2,pl = 3,P2 = 5,....
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We ontbinden q in priemfactoren.
CO -Cl ,·1(2 ncnl9 -P o  ·91  ·1'2   · · · Tni
Stel pin lq en PX+1 1 q. We onderscheiden volgende gevallen:
(I)054 16 m-2 =* D e kleur van {n, q} is cn.
(II) m-1  54 = > De kleur van {n, q} is m-1.
We moeten aantonen dat aan eigenschap B voldaan is. Daartoe volstaat
het aan te tonen dat:
Gegeven een eindig aantal knopen {il,i2,···,ik} C IN, hecht aan iedere
knoop iv een kleur civ E {0,1,2,...,m- 1}, dan bestaat er steeds een
knoop j  E  IN,  z6  dat  {iv, j}  is van kleur civ  v  - 1 k.  Inderdaad:'...,
Zij
/  0 0 0   41   C,2   C:k
1     -PO ·Pl·P2 ·  ·  ·  ·  ·Pit       '     "Pi,   ""'Pik
We onderscheiden de volgende mogelijkheden:
(I) iv <j' voor v=1,2, . . . , k.  Neem j- j:
D an geldt pt. 1 j en p;' * + 1 1 j,v -1, . . . ,k.
(II) Max{il, £2,···,ik} 2 j', zij Max{il,i2,···,ik} = iM·
Vorm dan
0 0  (,1   8,2  C,k
3 - PO·Pl "' Pil  '  ' 'Pi2  '  'Pik 'PIM+1
Dan geldt voor v=1, . . . ,k:  p&' Ij en pt'+1 {j.                                   0
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5  De Ro gekleurde graaf
Aan ieder paar {n, m}, n < m, kennen we een kleur toe.  Er zijn onein-
dig  aftelbaar veel kleuren  co, cl, Q, · · ·W e nummeren de priemgetallen
als volgt :
po-2,pi  -3,P 2  -5, . . . .
Zij
CO   Cl (2 Cn  antl      Sm -P o  ·Pi  ·P2   · · ·P n  ·Pntl  " 'P S
de priemfactor ontbinding van m, dan is de kleur van het paar {n, m}
gelijk  aan  cn, de exponent  van  het  n de priemgetal. Dit geeft  ons  de
volgende definitie:
Definitie 18: {iv, j}, iv, j E IN, iv < j, heeft kleur
Civ  dan en slechts  dan  als ptulj  en pt. +1  .1 j.
We tonen aan dat aan eigenschap B voldaan is. Daartoe volstaat het
aan te tonen dat: Gegeven een eindig aantal knopen
{il' i2, · · · , ik} C IN.
Hecht aan iedere knoop iv een kleur ci., dan bestaat er steeds een knoop
j€ 13, z6 dat {iv, j} is van kleur c:*, v -1 k.  Inderdaad:  Zij1···1
7       O   I   I         (11          C,2          C,k3   -Po·Pl ·P2· · · · ·Pii  ""'Pie  ""'Pik  '
De volgende mogelijkheden kunnen zich voordoen:
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(I) iu < j' voor u = 1,2 1..., k. Neem j = j'.
Dan geldt ptulj en Pt'+1 f j, voor v=1, . . . ,k.
(II) Max{il, i2,•·•, ik  2 j', zij Max{il, i2, · · · ,i k } = iM. Vorm dan
0 0  (,1  C,2  -C:kj=Po·Pl···P,i "'Pi2 "'pik ...PIM+1·
Dan geldt voor v - 1,2, . . . ,k    iu <j e n prlj en pt.+1 {j.               0
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HOOFDSTUK 2
HET VERBAND TUSSEN QUASI-ORDE RELATIES EN
ALEXANDROV TOPOLOGIEEN
Een relatie R E V x V i s e e n quasi-orde relatie als :
(1)  R i s refiexief: zR=   voor alle x€V e n
(2)   R is transitief: zRy en yRz =4 zRz voor alle z, y, z € V.
Een Alexandrov-topologie is een topologie (V, T) waarin niet alleen de
transfiniete unie voor open deelverzamelingen open is, maar tevens de
transfiniete doorsnede.
Daaruit volgt dat iedere topologie gedefinieerd op een eindige verzame-
ling een Alexandrov topologie is om de triviale reden dat er maar een
eindig aantal open deelverzamelingen zijn en iedere transliniete door-
snede dus een eindige doorsnede is.
Zij R een quasi-orde relatie. Dan noemen we LJR(x) ={VEVI zRy}
het ideaal in de quasi-orderelatie geassocieerd aan het punt z.  De
verzameling der deelverzamelingen {AR(Z) I x€V} voldoet dan aan
de voorwaarden om een basis te vormen van een topologie.*
Inderdaad:
'Een A C P(V), of een verzameling van deelverzamelingen van V, vormt de
basis van een topologie zodra aan de volgende twee voorwaarden zijn voldaan :
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1.  z € LJR(Z), voor alle z E V, omdat R refiexief is.
2. Als z € AR(z) n AR(y) * AR(z) C AR(Z) n AR(y). Want als
u E LJR(z), dan zRu. Ook hebben we zRz en yRz (volgt uit z €
 R(z) n aR(y)). Wegens de transiviteit volgt nu zRu en yRu ofwel
u € 812(Z) n LJR(y); dus  R(z) g aR(x) n AR(y).
Beschouw  nu de topologie  C K TR) voortgebracht  door deze basis,  met
ander woorden
TR ={U € p(V) l u=  U aR(Z)} U {0}.
teA
AgV
Waarom is dit een Alexandrov topologie ? Het volstaat daartoe aan te
tonen dat de transfiniete doorsnede van basiselementen opnieuw open
is. Nu is ofwel




A AR(Z) 0 0
SEA
ACV
(1) A:€v vo€A [x € a], m.a.w. de deelverzamelingen uit A vullen de hele verza-
meling V op.
(2)  Ao,BEA A=€anB  v7€A [Z  €7(0 n 13]
Dan zal 7- = {U € P(V) I U= Uo€A a} U {0}, m.a.w. alle deelverzamelingen
van V die te schrijven zijn als vereniging van elementen uit A, samen met de lege
verzameling, een topologie (K T) vormen.
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en dan voor alle z




z € All(Z) =* AR(z) C AR(X)
voor alle z E A.









is derhalve een vereniging van basiselementen AR(z) en deze vereniging
zit in 7-, ook al is A oneindig.
Wij   zullen deze afbeelding,  die  met elke quasi-orde relatie  ( K R)   over
V een Alexandrov topologie (K TR) associeert, Fi noemen. Dus:
Fl(K R) = (V, TR).
Beschouw nu een willekeurige Alexandrov topologie over V:  (V, T) en
noteer voor alle z€V   A U met 6*(z), dan zal dus 8-(z) E T. Dit
UeT
X€U
is de kleinste open deelverzameling rond het punt x.
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We definiBren nu de volgende binaire relatie over V:
yRiz:= Li-(x) 9 8-(y).
Omdat &*(z) C &*(y) en A-(y) C 6-(z) * A-(z) C &*(z) is dit een
quasi-orde relatie.
We noteren deze afbeelding, die aan elke Alexandrov-topologie over V
een quasi-orde relatie associeert, met F2; dus F2(V, T)=(V, Ri).
We tonen nu aan dat Fi een bijectie is, ofwel dat F2 = Fl-1 en bijgevolg
R'  = R.
TR
Omdat yRz * AR(z) g AR(y) en omdat YR:Rz *> LJ.(z) 9 8.(Y)
zal dit zeker bewezen zijn als we kunnen aantonen dat
AR(x) = 8*(z)   voor alle z E V.
Omdat AR(z) een basiselement is van (K TR) en dus een open deelver-




de doorsnede is van alle open deelverzamelingen die z bevatten, hebben
we dus zeker dat A*(z) 9 LJR(z).
We moeten nog aantonen dat A*(I) C AR(z) onmogelijk is. We geven
een bewijs uit het ongerijmde.
Stel dat &*(x) C AR(z) en dat y € AR(Z)/8-(Z).
Nu is LJ-(z), zijnde de transfiniete doorsnede van al de open deelver-
zamelingen rond z, open en z E A-(x), dus moet er een basiselement
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bestaan dat z bevat en gelegen is in A-(x); dus er is een u € 8*(z), z6
dat
x E LJR(u) 9 a.(z).t     (*)
Maar 612(u) is een open deelverzameling die z bevat en
 -(Z) =n u
Ue.
XEU
(dit is de kleinste open deelverzameling die z bevat). Daaruit volgt dat
6.R(u) 2 6-(z).
Samen met (*) geeft dit AR(u) = 6*(z). z E A'(z), dus x € AR(u),
met andere woorden, uRz.
Ondersteld was dat y E AR(z), dus zRy. Omdat R transitief is volgt
dat uRy, met andere woorden y E 612(u). Maar AR(u) = 8*(z). Dus
y € 6*(x). Dit is strijdig met de onderstelling dat y € AR(Z)/6*(x).
Dus Fl definieert een bijectie tussen de quasi-orde relaties over V en
de Alexandrov-topologieBn in V en meer algemeen tussen de klasse van
alle quasi-orde relaties en de klasse van alle Alexandrov-topologieEn.
We zijn in feite twee maal met hetzelfde bezig, gedefinieerd in
een andere terminologie. Waarin ligt nu het onderscheid tussen
een  Alexandrov-topologie  (K T)  en de bijhorende quasi-orde relatie
F2(K T) = (K Ri)?
t Dit volgt rechtstreeks  uit de definitie van een basis van een topologie: Zij (KT)
een topologie. Zij w C T. w is een basis voor T als elke T-open verzameling een
vereniging  is van elementen  van w.   Dit  is het geval  als voor elke  U  €Ten  alle a  €  U
een U' E w bestaat met a € U'CU.
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Zij V een eindig deel van de buitenwereld en zij B de verzameling van
bewustzijnsinhouden die ontstaan wanneer ik V observeer.
Een  Alexandrov-topologie  (K T) beschrijft de stand van zaken  in  de
buitenwereld, nl. de wijze waarop V ingedeeld is in deelverzamelingen.
Het is een feitelijke toestand die onafhankelijk is van een observator.  Zij
F2(KT) = (V,R;), dit is dequasi-orde relatie geassocieerd aan (V, T),
dan beschrijft (K IC) de stand van zaken in ons bewustzijn wanneer
we het eindige deel V uit de buitenwereld observeren. In feite zouden
we (B, R;) moeten schrijven i.p.v.  (V, R;).
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HOOFDSTUK 3
DE GROMOV-AFSTAND OF ISOMORFIE OP € NA
We willen het begrip agoed lijken op" in een wiskundige vorm gieten.
Definitie 19 :  Zijn  (X, d) en (X', d') twee metrische ruimten  en  is
E  €  IR+, dan wordt  een  binaire  relatie  R  Q  X  x  X'  met  141 R  =  X
en Pr2 R = X' een 6-approzimatie genoemd *>
1:Rz'  en yRy' =>Id(z, y) - d'(x', y')1 S c,
waarbij    Prl R   =   {z€XIBz' EX'1(z,z') €R}
en pr, R  =  {x' EX' 1 3:rE X 1(x,Z') ER}.
Definitie  20 :Is  c  =  inf{c'  C  IR+ I   er  is  een c'-approximatie tussen
(X, d)  en (X', d')} dan noemen we 6 de Gromou-afstand tussen (X, d)
en (X', d') [14].
Notatie : dG [(X, d), (X', d')] =€
We willen aantonen dat de Gromov-afstand een metriek is over een
deelverzameling van de klasse van metrische ruimten. We laten eerst
zien aan de hand van een voorbeeld dat de Gromov-afstand geen me-
triek is over de klasse van alle metrische ruimten. We geven daartoe een
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voorbeeld van twee niet isometrische metrische ruimten met Gromov-
afstand nul.
Voorbeeld 4  (A. van Rooij):  Neem X= {1, 5,5, I,...}, X' =X u
{0}.   Laat  d  en d' afkomstig zijn  van de gewone metriek van IR. (X, d)
en (X', d') zijn niet isometrisch, want in X' ligt een tweetal punten met
afstand l, in X niet. Maar laat NE{1,2,3,-.}. Definieer






f( )   0N -N
11
fN(-) - als n>Nn   n-1
Gemakshalve schrijven we verderop f in plaats van fN.  f is een bijectie.
Voor elke Z E X i s lx- f(z)1 5 )4, want of f(x) =z o f z e n f(x) liggen
beide  in  [0, *];  dus  voor  alle x  en  y  in X geldt  dat:
Id(z, y) - d'(f(z), f(y))1  Ir - yl -lf(z) - f(y)1  5
5 Ix - f(Z)1+Iy - f(y)1 5  .
Dus voor elke N is fN een  -approximatie.
Blijkbaar is
dG [(X, d),(X', d')] < -2-N
voor elke N, dus
dG [(X, d), (X', d')] = 0.
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Op de klasse van alle metrische ruimten geldt voor de Gromov-afstand
verder:
(i)  d  [(X, d), (X, d)]  =  0 voor iedere (X, d). Volgt onmiddellijk uit
de definitie van Gromov-afstand. Neem voor R de identieke relatie
OP X.
(ii)  dG[(X, d),(X',d')] = dG[(X',d'),(X, d)]. Volgt eveneens op trivi-
ale wijze uit de definitie van Gromov-afstand.
Id(x,y) - d'(x',y')1 = Id'(z',y') - d(z,y)1.
(iii) De driehoeksongelijkheid. Daartoe moeten we aantonen dat:
dG [(X, d), (X", d")1 5 dG [(X, d), CXI, d')1 + dG [(X', d'),(X", d")].
Laat dG [(X, d),(X',d')] = a en dG [(X',d'),(X", d")] = B.
Laat €>0.
Er is een (a + E)-approximatie R tussen (X, d) en tx', d').
Er is een (  + c)-approximatie S tussen (X', d') en (X", d").
Definieer de relatie T C X x X" door :  zTz" *> er is z'EX'met zRz'
en x'Sx". Dan: prl T = X, Pr2T = X". Als zTz" en yTy", dan zijn er
dus z' en y' met ZRZ'' y RY'' Z'SZ", V'SV".Dan
d(x,y)-d"(z",y")1    5    Id(z, y)-d'(z',y')1    +    Id'(x',y')- d"(z",y")1
5   U+E   +   0+E.
Dus is T een (a +B+ 2€)-approximatie tussen (X, d) en tx", d").
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Dus
dG[(X, d),(X", d")] 5 a t# +2 4
dit voor elke c, dus
dG [(X, d), (X", d")] S a+F.
Het bewijs van eigenschap (i) (ii) (iii) kan herhaald worden wanneer we
in plaats van metrieken quasi-afstandsfuncties nemen.
We zoeken nu een klasse van quasi-metrische ruimten waarop de
Gromov-afstand een metriek is.
Definitie 21: We noemen twee quasi-metrische ruimten H-equivalent
wanneer hun Gromov-afstand nul is.
Zij  nu  d een afbeelding  d:  X  x  X  -+ IR+, waarvoor geldt :
(i)    d(x, z) = 0 voor iedere x EX,
(ii) d(z, y) = d(y, x) voor alle x, Y E X,
(iii) d(z, y) 5 d(x,z) + d(z,y)    voor alle z,y,zEX.
We voeren volgende relatie in:
def
z - y 4==* diz, y) = 0
Dit is een equivalentierelatie, we noemen deze de H-equivalentierelatie.
Zij X- = X/ - de verzameling der H-equivalentieklassen.
We definiBren een nieuwe afbeelding:
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d- (=(mod  -),y(mod -)) = d(z, y). Deze definitie heeft betekenis als
we kunnen aantonen dat uit:
z - z' en y - y' =4 d(x, y) = d(z', y')
Het bewijs verloopt als volgt : Stel z - z' en y - y:
x.v x'**d(z, z') = 0
y - y'*=*d(y, y') = 0
d(x',y) 5 d(x', z) + d(x, y)
d(x'y) 5 d(z, y)                                                                           *
en d(x',y') S d(z',y) + d(y, y')
uit * volgt nu:
d(z',y') S d(x''y) 5 d(z, y).
Dus: d(z',y') S d(z,y) **
Anderzijds :
d(x, y') S d(x, x') + d(z',y')
d(x, y') S d(x''y') ***
en d(z, y) S d(z, y') + d(y', y);    uit *** volgt:
of       d(z, y) S d(z, y') 5 d(z', y').
Dus: d(z, y) S d(z',y')
Samen met ** geeft dit d(x',y') = d(z, y).
Nemen we nu voor:
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Dan volgt uit het voorgaande dat de Gromov-afstand op de H-equiva-
lentieklassen een metriek is.
Definitie 22:  Zijn  (X, d)  en  (X', d') metrische ruimten  en  is f  een
afbeelding f:X -1 X',  zd dat d(x, y) =d' (f(Z), f(y)),     z,y€X  dan
heet f een isometrie. Is f bovendien surjectief dan is f een isomor-
jisme van metrische ruimten.
Uit deze definitie volgt nu:
(i) Als R een 0-approximatie is tussen twee quasi-metrische ruimten
(X, d) en (X', d'), dan is R-een bijectie van X naar X' en zijn (X, d)
en (X', d') isomorf.
(ii)  Bestaat er tussen twee quasi-metrische ruimten (X, d) en (X', d')
geen 0-approximatie, maar wel een 6-approximatie voor iedere c E
IR+, dan is dc; [(X, d), (X', d')] = 0 maar (X, d) en (X', d') zijn niet
noodzakelijk isomorf (zie voorbeeld 4).
(iii) Indien de nauwkeurigheid van onze waarneming maximaal € is,
dan  zullen twee niet-isomorfe quasi-metrische ruimten  (X, d)  en
(X', d') waarvoor geldt dat dG [(X, d), (X', d')]  < E als dezelfde waar-
genomen worden.
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Definitie 23:  Op de verzameling {(Xn, dn)3n€iN van de H-equivalen-
tieklassen dejiniEren we volgende limiet
lirnn-+co(Xn, dn) = (XO, do) *>
Ac€R+ Vm€IN An>m  dG[(xn, dn)'(Xo, do)]  <  El.
Uit Definitie 23 volgt onmiddellijk:
Een rij (Xl, dl), ( 2, d,)' . . . kan niet meer dan 66n limiet (modulo H-
equivalentie) hebben. Inderdaad, zijn zowel  (Xa, da)  als  (Xb, db) limie-
ten van de rij
(All, dl ),( X2, d2 , ···,
dan is
0 5 dGI(Xa, d.),(Xb, (4)1  5 dGI(X.,da),(Xn, dn)]tdGI(Xb, db),(Xn, 4)1
voor elke n; terwijl
lim   dG  (Xa, da),(Xn, dn)] + dGI(Xb, db),(Xn, dn)    - O;n-+0° L
dus moet
dG[(Xa, da),(Xb,db)] = 0.
Dus
(Xa, da) 8 (Xb, da);
(Xa,da) en (Xb, db) zijn H-equivalent.
Stelling 20 :  Zij (X, d) een metrische ruimte, A C X,  A = afsluiting
van A, dan is
dG I(A,d),(A, d)1  = 0.
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Bewijs: Neem €2 0 willekeurig. We tonen aan dat er een 2€-
approximatie bestaat tussen  ( A, d) en (A, d).
Daartoe konstrueren  we een relatie  R  C  A x  A met Prl R  =  A en
P a R=A:
R= {(z, z)Ix €A}u <(z, y)Ix €A-A e n y€ B (z) n A 
Merk op :  Bc(z) n A#0, want z E A-A,d u s x is limietpunt en de
open bol met straal € en middelpunt z heeft minstens 66n punt gemeen
met A.
We zien nu dat:
zRx' en yRy' ==> Id(z,y) - d(z',y')1 52£;         (1)
dit geldt voor iedere f > 0, dus
dG ICA,d),(A,d)1 = 0.
Dat (1) inderdaad geldt kan ingezien worden als volgt :
Stel:
ZlRzl Il€A
Z2Rz2 %2 € A
Dan is het triviaal dat :
Id(zl, 22)  - d(zl, 1:2) 1  5  26
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voor iedere € > 0.
Stel : x1Rxl Zl € A
Z2RY2 Z2 C A-A en Y2 E Bc(Z2) nA
A»»
dus: Id(zi,z2)-d(Zi,Y2)| 62€.
Stel: ziRyl x i C A-A yi € Bc(xl) n A
X2RY2 22 E A-A y2 € Bc(z2) n A
A
/   /1,2»=« A,  j
C  C»Vily  ,  ,
C»Z)
Dan m.b.v. de driehoeksongelijkheid :  Id(xl, x2) - d(Yl, Y2)| 6 2€.      0
Deze stelling kan als volgt gegeneraliseerd worden:
Stelling 21 :  Zij (X, d) een metrische ruimte. Zij A C B C X,d a n
B g A =* dG [(A, d),(B, d)] = 0.
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Bewijs: Stel ACB  EX,  (X,d) een metrische ruimte, B  c  A.
Neem €2 0 willekeurig. We tonen aan dat er een 26-approximatie is
tussen (A, d) en (B, d). We konstrueren daartoe een relatie R C B x A
met Prl R =  B  en Pr2 R =  A.
R= {(x,z)Ix €A}u {(z,y)Ix €B-A e n y€ B<(z) nA}
A
A B
B-A bevat enkel limietpunten uit A, want: B-A C A-A.
Stel dat z€B-A,z i s d a n een limietpunt en BE(x) n A 0 0.
We zien nu dat
zRz' en yRy' 4  d(z,y) - d(x;y')1 5 ZE
Dit geldt voor iedere € > 0, dus dG [(A, d), (B, d)] = 0.                        O
Het omgekeerde van deze stelling, nl. :  Zij (X, d) een metrische ruimte.
Zij A C B C X,d a n




X      IR     d = absolute waarde metriek
A     (0,00)
B    (-1,00)
dG [(A, 1    1), (B, 1   1)] = 0   want A en B zijn isometrisch. Maar
8% A- [0,00).
Uit Stelling 21 volgl nu :
Stelling 22:  dc; [(Qn, d),(IRn, d)] = 0.
Bewijs:
Volgt onmiddellijk uit Stelling  21  met  A  = -Qn  en  B =  X  =  IR.n.           0
Stelling 23 :  Zij  (X, d) een compacte metrische  ruimle dan geldt:
Voor iedere E C lIt+ bestaat er een eindige metrische ruimte
tx'¥d),X' C X z6 dat
dG [(X, d),(X', d)] S E.
Bewijs: Stel (X, d) is een compacte metrische ruimte. Beschouw
{Bi(z)Ix E X}, waarbij Bi(z) = {y C Xld(y, z) < &}.
Dit is een open bedekking van X.
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Aangezien (X, d) compact is, bevat deze open bedekking een eindige
deelbedekking
86(=1), B*(x2), ···,Bi(zn)
Neem voor X' = {Xi,..., Zn} C X.
We tonen aan  dat dc; [(X', d), (X, d)] 5 6.
Neem R C X x X' als volgt :
(x, Ii) € R *=> z € Bi (xi).
Dan is pri R=X
AR=  r
Inderdaad:
PriR =X, want:Vz€X   3=, E {xi, ···,In}[x E Bi(zi)].
pr,R = Y.' VZ, E X'[(zi,ZE) € R] en dus zi E Pr2 R voor elke
xi e X:
We gaan nu aantonen dat als z E X, y EX, xi E X', zj e X' en
(x, xi) € R, Cy, zi) E R, geldt dat
d(z,y)-d(zi, xj)1 < c.
Wanneer we dit aangetoond hebben, hebben we bewezen dat R een
E-approximatie is en dus
dGI(X, d),(X', d)] 5 E.
Uit de driehoeksongelijkheid volgt :
d(x, y) 5 d(z,zj + d(zi, y)
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en ook
d(zi, y) 5 d(Zi, zj) + d(zj, y).
Waaruit :
d(z, y) 5 d(z, z,) + d(xi, zj) + d(xj, y).
Nu is d(z, Xi) 5 3
d(zj,y) 5 6
Waaruit
6     6
d(z, y) 5 d(z„ zj) + 5+6
of
d(z, y) - d(zi, xj) < E
Analoog:
d(zi, xj) 5 d(zi, x) + d(z, zj)
d(z, zj) 5 d(z, y) + d(y, zj)
dus
d(zi, zj) S d(zi, z) + d(z, y) + d(y, zj)
dus
d(zi,zj) S d(x, y) + c
d(xi, zj) - d(z, y) 5 6.
Waaruit: Id(x,y)-d(zi,zj)ISE.                       0
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De volgende bewering lijkt op het eerste gezicht evident.
Vermeende stelling 24:  Als X' C X" C X, dan 9eldt dat
dG [x, x"]  S  dG Ix, x'].
Voor eindige X hebben we echter volgend tegenvoorbeeld:*
X  =  <Zo, Zl, X2, X3 
d(zi, 82) = d(3:2, x3) = 1
d(zi, 1:3) = 2
d(zo, xi) = 100 i = 1,2,3
Neem X' = {zl,Z3} en X" = {Zl,Z2,Z3 ,
dan (4;[X, X'] = 98, terwijl dG[X, X"] = 99.
X'                                                                       X
0  Xi
--- X2 . TO
I3 0+ - Z3
X"                                                                                           X




      ...
M
Stelling 25 :  Zij (X, di) en (Y, d ) metrische ruimten.  X  en Y hebben
*Fraddric Paulin, persoonlijke mededeling, 1990.
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eindige diameter.t Dan is
dc; [(X, di),(Y, (4)1 5 0X + 0Y.
Bewijs: Zij R=X x Y.
ZlRyl en X2RY2  =>  Idl(Zl,Z2) - 06(71,1/2)|
5 dl(Zl, X2) + d2(Yl, Y2    0,  + 0Y
0
Stelling 26:  Zij (A, dl)  en (B, d2) compacte metrische ruimten,  dan
geldt dat
dG [(A, di),(B, 12)] 2 0(A) - 0(B).
Bewijs: Stel (A, di) en (B, d2) zijn compacte metrische ruimten en
R is een E-approximatie.
Er zijn z, y € A met di(z, y) = 0(A).
Er zijn z', y' € B met z Rx'   en  Y Rv' .
Dan
di(z,y) - d2(Z',y')1 5 €,
en ook
di(z, y) - d2(Z', Y') 5 6.
'Notatie :  0X < 00.0Y < 00.
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Nuis di (z,y)= 0(A) en 612(z'' y') 5 0(B).
Dus 0(A) - 0(B) 5 6.
Dus dG [(A, di),(B, (12)120(A) - 0(B).                                                  0
Stelling 27: Zijn (Xi,di) en (X2, d,) metrische ruimten, dan
dG [(Xi, di), (X2, d,)1 59 max {0(Xi), 0(X2)}.
Bewijs: Zij B = max{0(Xl), 0(X )}. Voor iedere relatie
R C Xi X X2
waarvoor Prl R = X1  en Pr2 R = X2 geldt:
xRz' en yRy' => Idl(x, y)-d2(x',y')1 5 11.
Want:
0 5 dl(Z, Y) 5 0(Xl) 5 B.
0 5 66(Z', y') 5 0(. 2  5 B.
6 It B
di(z, y)    d,(Z',y')
Er is dus een B-approximatie, dus
dG I(Xl, di), (X2, d2)1 59 B = max<0 1,0)<2 .
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Daaruit volgt dat
dG[(Xl,di),(·X2, d2)1  -  0Xl + 0. 2 4==*
0 1 0 of 0X2  0





GROMOV AFSTANDEN TUSSEN EINDIGE METRISCHE
RUIMTEN. MATRIX NOTATIE VOOR EINDIGE METRISCHE
RUIMTEN.
Voor eindige verzamelingen X en Y noteren we een relatie R C Xx Y
als volgt in de vorm van een n x m matrix.
Yl Y2  Ym
/\Il Tll r12 Tlm
I2 r21 r22 T2m
Zn  \ 7-nl     7.712     · · ·    Tnm  
waarbij
rij - 1    4    (zi, yj) € R
rij - 0  *=*  (zi, yj) % R.
prl R = X betekent : in iedere rij staat minstens 66n  1.
PaR=Y betekent : in iedere kolom staat minstens 66n  1.
We zoeken een algoritme om de Gromov afstand te berekenen tussen
eindige quasi-metrische ruimten.
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Zij  (X, dl) en (Y, d2) twee eindige quasi-metrische ruimten.
Zij IXI = n en IYI = m.
We zoeken het aantal binaire relaties R tussen X en Y waarvoor geldt
dat Prl R =  X en Pr2 R =  Y. We gaan te werk in een aantal stappen.
•W e bepalen het aantal binaire relaties over X x Y met IXI =n
en  IYI  = m (onder voorwaarde  pr, R =X).De tweede voorwaarde
PaR = Y laten we voorlopig achterwege.
Uit elk punt z€X mag een willekeurig aantal pijlen vertrekken ver-
schillend van 0. Aangezien IYI = m, zijn er m pijlen mogelijk vanuit
iedere z EX.
Iedere deelverzameling van Y komt in aanmerking, met uitzondering
van 0. Dit levert ons 2"1 - 1 mogelijkheden. Dit geldt voor ieder van
de n punten van X. Er zijn dus (2„1 - 1)n binaire relaties over Xx Y
mogelijk, met IXI = n, IYI = m en met prt R = X.
• We houden ook rekening met de 2(le voorwaarde PaR= Y. Noemen
we het aantal binaire relaties over X x Y waarvoor geldt dat p,1 R=X
en PaR = Y N(n, m).
• We zoeken een recursieve formule om N(n, m) te bepalen.
Stel P,2R =A C Y met lAI =r s m, dan is het aantal R c X x Y
met Prl R = X en Pr2 R = A gelijk aan N(n, r).
Het aantal dergelijke deelverzamelingen A is gelijk aan
m          m!=
r              r! (m  -  r) !
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We verkrijgen de volgende recursieve formule.
/m\ (m) (m)
(2m - 1)n l   )N(„,1) + l2 N(n,2) + <3 N(n,3) + ···
/m\ (m)...+I 1 N(n, m-1) +  1      1 N(n, m)
(m - 1) (m)
Of:
m      1         In     N(n, 1)
m          2                3"         2N(n, 1) + N(n, 2)
m          3                7'1         3N(n, 1) + 3N(n, 2) + N(n, 3)
m  =  m  (2™-1)"  =  (1')N(n, 1) + (2)N(n, 2) t···
. . . + (,21) N(n, m -1) + (C) N(n, m)
Dit levert ons een stelsel op van m vergelijkingen met m onbekenden:
N(n, 1), N(n, 2), N(n, 3),..., N(n, m - 1),N(n, m).
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Volgens de regel van Cramer volgt dat
1 0 0 ln
2   1    0          3n
3 (3) 1   r
m
(2) (3 (2"' - l)n
(m\  (m)
N(n, m) =




m ICm)  Cm)      1\23  \3/
waarbij  MI de determinant van de matrix M is. De noemer = 1.
We willen een algoritme ontwikkelen dat ons toelaat de Gromov afstand
te berekenen tussen eindige metrieken.
We hebben N(n, m) relaties R die voldoen aan
Prl R= X  en PoR = Y.
Om niet alle relaties te moeten onderzoeken bewijzen we de volgende
stelling.
Stelling 28: Zij  ( X, dl)   en  ( Y, d2) metrische ruimten.   Neem  E  €  IR+.
Zij R een €-approximatie.  Stel dat SCR met prlS =X, prls =Y,
dan is S ook een E-approzimatie.
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Bewijs: Zij R een E-approximatie. Dan hebben we voor ieder paar
(Zi,x2)  E Ren ieder  paar  (Yl,y2)  E  R
Idl(:Cl,Yl  - d2(Z2,Y2 | 59 c
en  dus ook Idl (z;, y;)  - d2(z;, 1/;) 1   5  c  voor  alle  (z;,x;)   C   S  en
(YLY:) E S.                                                                                                     0
Definitie  24:   Zij (X, dl)  en  (Y, d2)  twee quasi-metrische ruimten.
Veronderstel IXI = n en IYI =m. Bij z € X kiezen we 66n z- E Y,
en  bij y€Y kiezen  we  din  y.  C X. Aldus bekomen  we
S  =  {(1:1, ZI), (Z2, Z;), . . . , (zn, Z ),(Yl., Y l  ,  Y2., Y2 , · · · ,  Y 771* 7 ym)}·
Zulke relaties noemen de basisrelaties tussen  (X, di )  en  (Y, 12).
Dan is ISI E n t m.
Het ongelijkheidsteken volgt uit het feit dat sommige (z„ zi) en (yj., yj)
gelijk kunnen zijn.
Hoeveel dergelijke S-en zijn er ?
Elke S behoort  bij een tweetal f, g waar f : X -+ Y e n g:Y- +X.
Het aantal f:X_ +Y i s m n.
Het  aantal  f  :  Y  -e  X  is  nm.
Het  aantal  S-en  is dus hoogstens  mn.nm.
Stelling 28 is van belang in verband met het uitrekenen van de Gromov-
afstand tussen eindige metrische ruimten.
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Voorbeeld 5: : X ={Zl,Z2, Z3} Y = <Yl,72 
Beschouwen we volgende relatie R.
X -       -Y
/ "·« _Ip=·" \
1,2.--t»·,2 1
 33 -i-'
/       \1   1
De relatie matrix is dan :      1   1
(1 1)
Indien R een €-approximatie is, dan is de volgende S C R ook een
E-approximatie.
X -      - Y
/„. \ /     .,7 \ Cl 0'
1 „. 1 1-·42  1                 0 1
 I3-
Col)
We gebruiken de functie notatie. Indien  zi Syl schrijven we  S(zl)  voor
Yl·
Dan is
-  sup {Idl(Zl, X2) - d2(Yl, Y2)|, Idl(zl, X3) - 012(Yl, 72)|,
|di(ZY,1:3) - d2(72, 72)| 
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een c horende bij een €-approximatie. In functienotatie:
ES = sup{Idl(Xi, Zj) - d2(S(Xi),S(Zj)) }
i#j
Zij Sl, S2, · · · , S23.32 de basisrelaties, dan is
dG [(X, di), (Y, d2)1 - inf (€si, €S2'  0., Es23 32 '  •
Algemeen: Zij (X, dl), (Y, d2) eindige metrische ruimten.  Zij  IXI=n,
IYI = m.
Stel dat n > m.
We schrijven de rij basisrelaties
91,  Sh·  ·  ·  ,  Smfnm
Voor iedere S bepalen we     -
€Sk = sup {Idl(Xi, zj) - d2(Sk(Xi), Sk(Zj))|} .
iti
Dan is




BE;REKENEN VAN GROMOV AFSTANDEN
Voorbeeld 6:
X1 - lijnstuk xlyl met lengte a
 2 = lijnstuk  z; VE   met  lengle  b
We veronderstellen a < b.
We bepalen dG[(Xl, 1   1), (X , 1   1)].







Er is een  R,  Prl R = Xi,  pri R = X2  met
xI£z' en yRy' =4  Ix -7 1- Ix' - y'l  S b-a.
Deze R wordt bekomen door de projectie vanuit 0 (zie fig. 1).
Daaruit volgt : dG[(Xl, 1    1),(X2, |    |)1 E b-a.                              (1)
Stel we hebben een willekeurige Sc die voldoet aan prI R = Xi  en
pr2R - X2 waarvoor geldt dat :
ISET' en yS<y' =* Ilx - yl - Ix' - 1/'1  5 E.
We tonen aan dat € >b-a.
Neem z' =  x;  en  y' = 74. Daarbij horen  z  en  y  z6  dat
XS,z; en yS,y; =* |IX - 71 - Izl - y I| 5 6.
Dan  is    z  - y   -  bl  S  . Aangezien  lz  - y l  5 a  is  E  k  b- a.
We weten reeds dat dG[(Xl, 1   1), (X2, |    Dj   b-a.
Dus dG[(Xl, 1   1), (X2,1   1)] =b-a.
-z'Voorbeeld 7:                                               /
Zij X1 cirkelomtrek met straal Rl ·
zij x2  cirkelomtrek met straal R2.
R2>  Rl ·
1/Fe bepalen dc;[(Xl, 1    1), (X2,1    1)].
--9
z' - y'l  = 2R2 sin t.
94 Figuur 2: Voorbeeld 7
x-yl  =  2Rl Sin  .
Er is een relatie R met
IRI' en yRy' =4  z - yl-  z'- y'   5 2R2 - 2Rl·
Inderdaad: Met ieder punt van X1 brengen we een punt van X2  in
relatie zoals aangeduid op figuur 2.
zRz' enyRy' => Ix-yl-Ix'-y'l   =  12Rl sin -2R2 sin I
=  2(122  -  Rl) sin    52122  -  2Rl.
Daaruit volgt :  dc[(Xl, 1     1), (X2,1     1)1  5 2R2  - 2Rl•
Zij  Sc een willekeurige relatie tussen  Xi  en  X2, die voldoet  aan
Prl Sc  =  Xi  en  Pa SE  =  X2,  z6  dat
TScz' en VS<y' =4  Iz - y  - Iz' - y'l  5 6.
Neem  z'  en  y'  z6  dat  z' - y'  =  2R2 ·   Bij  z'  en y' behoren  z  en  y  met
IScx' en yScy', dan geldt dat :
liz - yl - IZ' - y'll 5 E
en dus
|I x - y l  -2R,    S  ,·
Aangezien   z - yl  52Rl  is € 2 2R2 - 2Rl.
Weweten reeds dat dG[(Xl,1 1),(X ,| 1)] 5 2R2 -2Rl·
Dus dG[(Xl, 1  1),(X2,|  Dl=2R2-2Rl·
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Gromov afstand tussen twee cirkelschijven.
Voorbeeld 8:
X1               A »» _fix 
Zij X1 cirkelschijf met straal  Rl ·
Zij X2 cirkelschijf met straal  R2  en  R2  >  Rl ·
Wezoeken dG[(Xl,1  1),(X2,1  1)].
We beschouwen de volgende relatie R:
R,
X1 3 z »-I   -X.
R1
Deze relatie is bijectief.
We gebruiken de vectornotatie.
2  E X 2' E X2
Zij en ; dan volgt:
9  E X1 9' E X,
R2 -
2122' en #R#' =>  12 - 9-1-1-I-  911= 12 - 9111 - Ril.Rl                 Ri
Nu is max {I2 - 91} = 2Rl; dus :
 12 - 9-1-1#22 -  29-1  5 2Rlll -  121= 12Rl - 2R21.
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R  is  een  12Rl  - 2R21  approximatie,  dus
dc;[(Xl,1 1), CX2,1 DJ 5 12Rl- 2R2|·
Zij Sc een willekeurige E-approximatie tussen (Xl, 1   1) en (JG, 1   D·
We tonen aan dat € 2 12Rl - 2Ry|·
S EXI S' E X2
Als en , dan hebben we:
9 EXi 9'  E  X2
fS,S'eny-S,y' =4 |  2 - #  -12'- 9-'1  S E.
Neem voor 2' en #' diametraal tegenovergestelde punten, dus
12' - #'1 - 2R2·
Met 2' en y' korresponderen vectoren 2 en # in X, z6 dat
25,2'en g s Ed
en  dus    12 - 91  - 2R2    5  €·   Nu  is  12 - 91  5  2Rl  dus  €  2  12Rl  - 2R21
dus d [(All, | 1), (X2,1   1)1 = 12Rl - 2Ry|. Dit komt overeen met onze
intuitie.
Voorbeeld 9:  We berekenen de Gromov-afstand tussen een vierkant
met zijde a en een vierkant met zijde b.






d = Absolute waarde metriek in ]R2
We maken de volgende relatie R:
X1  3 (Zl, X2  '11 ( =1, f. 2)·
We beweren dat  R een av  11  - f 1-approximatie is. Inderdaad:
1\/(X, - 71)2 + (=2 - 72)2 - \/(f:,1 - fy,)2 + ( Xy -  y,)21=
= |v/(zl - 71)2 + (1,2 - 72)2 -   /(Xl - 71)2 + (:1:2 - Y2)21=
=  (Zl - Y )2 + (Z2 - Y2)211 - fl
Nu is
sup    •  (zl - 71)2 + (z2 - Y2)2 11 - fl  = av  11 - f 1,
(xl,32)€Xl C
( 1•V2)€Xl
dus d [(X ,1 1),(X2,|  |)1 5 adill- 31.
Bewering: dG[(Xl,|  |)' (X2,|  |)1 - ad  11 - f l.
We tonen dit laatste aan:
Stel   Sc   is een willekeurige relatie tussen   X1   en X , waarvoor geldt :
pri Se  =  All  en  Pr2 Sc  -  . 2,  en  als
(Zl'Z2) Se (Z;,Z;)
 71,Y2)  S,  (Y;,V ),
dan   (xi - Yl)2 + (1:2 - Y2)2 - \/(1:1 - V;)2 + (x& - y;)21 5 E.
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Neem (zE,=6) = (0,0), en
(11, y;) = (b, b)
Dan is 4(zi - 7£)2 + (=6 - 76)2 = b  = 0.76·
Met  (0,0)  en  (b, b) korresponderen twee punten  uit  Xi,  Zeg  (zl, z2)  en
 Yl, )2 z6 dat
 V (=1 - yl)2 + (z2 - Y2)2 - b\/i  5 E.
Maar
sup     /(xi - Yl)2 + (x2 - Y2)2  = a4i
(xl,z2)€Xl
(yl,92)€Xl
Dus 6 2 lav'i - bi/i  = ak/6 11 - 11.
Samen met
dG[(Xl, 1 1),(X2,1 1)] 5 av/5 11 - Ala
geeft dit
dG [(Xi, 1    1), (X2,|    Dl = a /5 11 - f l.a
Voorbeeld 10 :  We berekenen de Gromov-afstand tussen het gesloten
segment [-1,1]  en de halue cirkel y  =  ,/1 - zix  €  [-1, l] en tonen
aan dat deze de waarde 42 - 1 heef.
Laat  co  =  42-1.
(I)  Stel, we hebben een E-approximatie R. Zij 0 een punt op de halve
cirkelboog dat correspondeert met o €  [-1,11.  Zij A een eindpunt




OA> A OA =      A
Zij  a  een  punt  van  [- 1,1] dat correspondeert  met  A.
Dan is € 2 Ila-o -  A-0  | = | aj-  A-0  |. Omdat  IA-Oil 2  /i
en lai 5 1 moet € 2 v   - 1, dus E 2 €o.
Daaruit volgt: voor elke E-approximatie geldt € 2 €0.
(II) We maken een co-approximatie.
Zij
f : 1-  21 -* [-1,1] gedeftnieerd door f(z) =   sin zl  4,4
9:  1-i, fl - cirkelboog, gedefinieerd door g(z) =  <  sin 2x   
cos 2z  /
Dan is gf-1 : [-1,11 -+ cirkelboog een bijectie.
We tonen aan dat dit een €o-approximatie is. Het volstaat daartoe
aan te tonen  dat  voor  alle  z, y  €   [- K   21l  4, 41'
145sinx -  sinyl -        sin 2=  1- <  sin 2y   1Ill 5 €O,
cos 2x
 cos 27  )
hetgeen na enige herleiding neerkomt op
4ij sinx - sinyl - 2 sin(z - y)   S co.
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We moeten dus aantonen dat
71- 7rl
   sin x - sin y  - 21sin(z - y)    S €0 zodra z, y E I- 1, ij
Noemen we het grootste van de getallen z en y even s en het kleinste
t, dan  I sin z - sin y  = sin s - sin t en    sin(z - y)  = sin(3 - t).
We zijn dus klaar als 146(sins -sint) - 2 sin(s - t)' S Eo        (*)
voor alle s, t E [-x El mets 2 t.l  474 J
Dus als (*) geldig is voor alle paren (s, t) in de driehoek D:
-t
1T
.1-1 1-4 - .
4
Laat  F(s, t) =  (sin s - sin t) - 2 sin(s - t),     (s, t) E D.
We zoeken de grootste en de kleinste waarden van F op D. We zien
nu
F(s, t)  = +-   F(s, t)  =  F( ,t)  =1-   /5 cost
t
F(s, t) = F(s,- ) -1- v/i-coss
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Omdat s, t El-f, 41 behoren cos s en cost tot [ , l]; bijgevolg
1-4 5 5 F(s, t) 5 0
overal op de rand van D.
Als F een maximum of een minimum bereikt in een inwendig punt
(so, to) van D, dan moet
(B
0 - 1 -F(s t)) 46 cos so-2 cos(so-to)         *
Cas ' j .=80
t=to
0 -  C irti'("t,) - 42 costo + 2 cos(so - to)3=30
t=£0
Hieruit volgt  :  cos so  = cos to.   Maar  so en to liggen in  [- ,i]  en
so  4 to, want  (so, to)  is een inwendig punt  van D.   Dus  so  =  -to.
Substitueren in (*) geeft ons:
4 cos2 so - 4§ cos so -2 - 0
lf./TT         · ·waarvan de wortels cos so = -·*r zijn.
-t../iyAangezien     5  CoS 80  5  1   bekomen  we  dat  cos so  =  tor·
We bekomen nu:
F(so, to)  = F(so, -so) =
2 sin so-2 sin 230  = 4 sin so   -   - cos so   .
1 + ./TfSubstitueren we nu de waarde van cos so =  -;02- dan bekomen we
dat F(so, to) = * 71-17419 en -€o < F(so, to) < fo.
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Het maximum en minimum van F liggen tussen -60 en €o.  Dus
F(s, t) 1 5 €o overal op D.                                                   0
Voorbeeld 11:  Xi  =  IN, X2  -  Pr  =  verzameling  van  alle  priemge-
tallen.  Zij dl = d2 = Aw (absolute waarde) metriek. We tonen aan
dat
dG[(IN, 1    1),(pr, |    Dl = +00·
Bewijs:
Lemma 3 (A. Uytterhoeven) :  Zijn€IN,n>l  dan is n! +2,n! +
3, . . . ,n! +n  een rij vann-1 op elkaar volgende natuurlijke getallen
waarvan geen enkel een priemgetal is.
Triviaal n! + 2 is deelbaar door 2, n! + 3 is deelbaar door 3, etc.      0
Hieruit volgt dat voor willekeurig grote IC € IN er steeds twee priem-
getallen M e n N bestaan, M<N,z 6 dat N-M k K e n tussen M
en N geen priemgetallen liggen.
Stel M en N zijn oneven priemgetallen, M < N, tussen M en N geen
priemgetallen. We tonen aan dat
N-M
dG[(IN, 1   1),(Pr,|    |)1 ,-   20
Bewijs:     Stel dG[(IN, 1   1), (Pr, |   Dl < Mii i. Dan is er een relatie
R C IN x Pr
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met =Rz' en yRy' => |Ix - yl - Ix' - y'l| < Ni,M.                       (*)
Er zijn z en y met zRM en yRN. Stel z < y, dan volgt:
|Ix -  yl  -  IM  -  NI|  <  Net.
(Als z =y, dan IM-NI > Ne[ * tegenspraak met (*).)
IM - NI - NeL <  Ix - Yl < Sei + IM - NI
(,3 -M)- N 2OM<  11 -z<N-M + N.*L (**)
19(N-M) <7-I20
NeL < 1/ -1









IM - pl - Iz - zI <
20
of
N-M 1 N-Mp-MSIM-pl<Ix-zlt <icy-Z) +20 -    20
En uit (**) volgt:
1,                    N-M) N-M 111








We weten dat: zRM
zRp
URN
Uit  ( *)  volgt dat eveneens geldt  dat :




Ip-NI<Iz-yl+ =Y-Z+20               20
1 1                                                        1
T                 z                 y
Aangezien z= 191 geldt datz> EP -1 e n z-y>E f-1-y=
E  -l e n dus y-z< 29£+1. Daaruit volgt dat
N-M V-Z N-M y-I N-M
y-z t              < - +1+ -        +           + 1.
20       2           20       2       20
Uit (**) weten we dat y-z<N-M+N i,M en dus
y-x 1/ N-M)2    < 5 <(N-M)      20   j
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Dus:
14·2ztN OM+1 <   (N-M) N-M) N-M20  j --   20 +1=
111
=(N-M)(-t-+ -)+1<  (N-M) + 1.2   40   20
Indien we tevens veronderstellen dat N-M>3 geldt nog dat
 (N-M)+1<N-M.




Dus :  M<p<N, maar tussen M e n N zitten er geen priemgetallen.
De   veronderstelling   dat   (4;[(IN, 1      1), (pr, |      | )1    < Met leidt   tot   een
tegenspraak. Dus
N-M
dG[(IN, 1   1),(Pr, 1   1)1 >-  20
voor iedere M  en  N,  dus
dG[(IN, 1    1),(Pr, 1    1)] = +00·
0
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Voorbeeld 11 suggereert volgende stelling:
Stelling 29: A C IN,  A = {al,a2,a3,··· , al < a2 < a3 <
..., K = sup(an+1 - a=) dan geldt dat dG[(]N, 1    1), (A, 1    1)] =K-1
Bewijs: Het bewijs bestaat uit twee delen.
(I) We tonen eerst aan dat dG[(IN, 1    1), (A, 1   1)] S K-1
Laat  bn  =  l  tan -al·   Dan  1  =  bl   <  b2  <  6  <  . . .  Bij  elke  x  E  IN
bestaat  dus  66n n met  bn  5 z  <  bn+1·
Definieer :  zRan  *=*  bn     Z  <  bn+1·
R voldoet dus aan de voorwaarden Prl R = IN en pT,R - A.
Bewering:  R is een (K - 1)-relatie, d.w.z.
TRan 4 liz -y 1- lan - am||SIC-1.
y R am
Bewijs :   Laat zRan en yRam. Dan
bn E x< bn+1
en




an  -am+1  <  z  -  y  <an+1  -am·
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Dan
am -am+1 < (X - y) - (an - am) < an+1 -an
dus
-K < (z - y) - (an - am) < K
dus
(z- y)- (an-am)|< K.
Omdat Z, y, an, am en K geheel zijn, moet dan
(z - y) - (an -am)| 6 K - 1.
Dan zeker
Ix-y|- |an - am||   K -1.
(Voor alle a, B €IR,   IMI-IBI Sla- Bl.)
(II) We tonen aan dat d [(IN, 1   1), (A, 1   1)] =K-1.
Zij  R een E-approximatie tussen  IN en  A die voldoet  aan Prl R = IN en
P#R=  A.
Bewering : €2 1< -1.
Bewijs :   Neem p  €  IN.   Laat  ap+1 - ap  =  IG. We tonen  aan  dat
€2 Kp-1.
Zij u= max{z E I N:e r i s q s p met zRaq}. Kies q met q s p e n uRaq.
Er is q' met (u + 1)Raq,. Dan q' £ p (definitie van u), dus q' > p dus
q'kptldus
ag, 2 ap+1 - ap + Kp 2 ag + I<p.
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Nu geldt dat
uRag en (u + 1)Rag, dus  11(u + 1) - ul - lag, - aqll S c
en 11 - (aq, - ag)1 S E e n omdat aq, -a q 2, I<p i s K p-1< E.
Dit geldt voor iederep€ IN, dus €2 K-l e n derhalve
dG[(]N, 1    1), (A, 1 1)] = K - 1.                                            0
Stelling 30: Gegeven f : IR   lIt
f(o) = 0
f(x) = f(-x) voor z €IR
G= {(Z, f(z)) IzciR}
E-                      
1
-z     A     z
Dan geldt: Wanneer de Gromov-afstand tussen  G en Ifl eindig  is,
m.a.w. wanneer er een E-approximatie is tussen G en IR; en x >  6
dan is lf(z)15 436$ +  €2.
Bewijs: Stel de Gromov-afstand tussen G en IR is eindig.  Dan
bestaat er een 6-approximatie R tussen G en IR.
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Neem z> 0,    A, B, C € G.
A = (0,0)
B = (z, f(Z))
C = (-z, f(z))
Er zijn a,b, c CIR met aRA,bRB,cRC.
Met betrekking tot de ligging van de punten a, b, c € IR kunnen zich
volgende gevallen voordoen.
1 I                            of                    I
ba c   ca b
1 B - C 11 +E 2 lb- cl = la - bl + Ic - al 211 A - B 11 -€+ 11 C - A 11 -€
1 I         of             1      1        1
ab c   cb a
A- C 11 +E 2 la - cl = la - bl t lb- cl 211 A - B 11 - + 11 B - C 11 -f
1 I         of                  I
ac b   bc a
l A-B l l t€ k ia-bl=la -c l t l b-c l 211 A-C 11 -£+ 11 B-C 11  -€





H A-B H+3E 211 A-C l l+I I B-C l l
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En verder:
2z + 3f 2 V 2 + f(x)2 + 4z2 + f(z)2
of
4=2 + f(x)2 + 3€ 2 v Z2 + f(x)2 + 21:
of
 I2 + f(T)2 + 36 2  1:2 + f(Z)2 + 2z.
Dus:  2x + 36 2 2 T2 + f(x)2
of
3c > 2z.
Dus  x + id 2 \/=2 + f(z )2 of  2x 5 34
dus   =2 + 3€z +  €2 2 X2 + f(z)2  of  z 5  E;
dus   3Ex +  €2 2 f(x)2 of  z < af·-2'
dus  If(z)1 5 '/3tz +  £2 of  X 5 8e.
Daaruit volgt: als z >  E dan moet lf(=)1 5 v/36x +  62.                0
We zien nu dat f(z) = x2 hieraan niet voldoet.
Corollarium: dG[(G,    1), (IR,     )] = too als G de grafiek is van
f (z)  =  x2.
Omgekeerd geldt niet dat If (z) 1 5  3ez +  62 voor X >  € impliceert
dat z - (z, f(z)) een E-approximatie is tussen IR en G.
Tegenvoorbeeld:
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z  -  (z, f(z))  is geen 1-approximatie voor f(z)  =   xlcos z alhoewel
31
 /Fi I cos xI S vi  S •  3,x + 9,2 voor x > - en € > -.2  -3
We tonen aan dat z 1-, (z,  xi  cos z) geen 1-approximatie is (€ = 1).
Inderdaad:
Moest z »+ (z,  xl  cos z) een 1-approximatie zijn, dan moet gelden:
=R(z, v/   cos x) en yR(y, dii  cos y) *
ix -,1 - 4(x -,)2 + (v/Si cos x -  71 cosy)'| 5 1
Maar z = 271  en y = T levert een tegenspraak op.
Stelling 31 :  Zij f : IR », IR willekeurig, dan zijn de volgende uitspra-
ken equivalent:
(i)  Z H (Z, f(z)) is een €-approximatie tussen IR en
G = {(x, f(z)); x € IR}
(ii)  If(z) - f(y)1 5 V 2 + 26 z - y  alle z, y € IR.
Bewijs: x H (I, f(z)) is een E-approximatie * voor alle z,y C IR
 vl(x - y)2 + (f(z) - f(y))2 -Ix - yll  S  € * *
\/(x - y)2 + (f(x) - f(y))2   5   c +Iz-yl *
(z - 7)2 + (f(z) - f(y))2   5   62 + 261:r - yl + Iz - yl2 44
|f(z) - f(y)1   5   V/€2 + 2€|z - yl.
0
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Stelling 32:  Als f:lIt »+ IR begrensd is, dan is
dG[(G, 1    1),(IR, 1 1)1 < 00
waarbij
G  =  {(z, f(x))   I  z  €  IR}.
Bewijs: Veronderstel f : IR »* lIt begrensd; dus er bestaat A e IR,
z6 dat lf(z) 1 5 2A voor iedere z E IR. Dan geldt ook dat lf(z)-f(y)1 5
2A  voor  alle  z,y€  IR.
Neem € = 2A, we beschouwen
 €2 + 2Elz -y l 2 4 7 -c=2 A Z lf(z) - f(y)1.
Op grond van stelling 31 zien we dat z »+ (z, f(z)) een 8-approximatie
is tussen IR en G, dus






H= {(s, 32) :8 2 0}
We tonen aan dat
dG[(H, 1    1), ([o, co),1    1)]
z     *                  :  :  ,7(8,32)                     eindig is.
We definiBren de relatie R  C  [0,00)  x H  door  32R(s, 32)  en we laten
zien dat R een  -approximatie is.
Bewijs: We tonen daartoe aan dat :
32R(s, 82) en t2R(t, 22) 4 I'82 - 121- 11 (S, 82) - (t, t2) 11  5  .
We moeten aantonen dat:
-  5 132 - t21 - \1/(s - t)2 -1- (82 - t2 2 5   als 8,1 2 0
De ongelijkheid Is2 - 121 5 v/(s - t)2 + (s2 - t2)2    is triviaal.
Verder moeten we aantonen:
-  5 182 - 121 - \/(3 - t)2 + (32 - t2)2    als s, t 2 0
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of  (s - t)2 + (82 - t2 2  5   182 - t21 +  
of (s - t)2 -1- (32 - t2 2   5   (82 - 1!2 2 + 2132 - t21.  4-  
of (s - t)2  5  182 - t21 +  
of Is-tl Is-4 5 Is-tl Isttlt  
Aan deze laatste ongelijkheid is voldaan als s, t 2 0.
De relatie 32R(s, 32) is dus een  -approximatie en
dGICH, 1    1),([o, 00),1    1)] 5  .
0
Het is interessant om na te gaan welke -de kleinste € is waarvoor
s,R(s, 32) een €-relatie blijft.
Daartoe moeten we onderzoeken welke de minimale E is waarvoor
-6 5132 -t21 - \1/(s -t)2 + (82 -t,)2 6 E     als s, t 2 0.
De ongelijkheid 132 -t21 5 V (s - t)2 + (32 - t2 2 + E is opnieuw triviaal.
Aan de ongelijkheid
\/(8 - t)2 + (82 - t2 2 5 182 - t21 + f                                                <
moet voldoen zijn als s, t 20.
Neem s = (A + 1)4 waar A > 0.
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Duss-t        At
ens+t (A + 2)t
Dan wordt (*):
\/A2t2 + 12t2(1 + 2)212 < At(A + 2)1 + c
of   X212   5   2£A.(A + 2)t2  . 62
€2
of   X2   5   26. (A +2) +3 voor alle t>O e n A>0
€2
Dus ook   A'   5   2€A(A + 2) +  lim - = 2€A(A + 2)t-toot2
of  1  5  241 +  )   voor A>0
2
enook   1  <  2c lim (lt-)=2€- A-*+00 A
Dus  €  2  # ·
Stelling 33:  Zij f : IR -+ IR willekeurig, veronderstel dat er een €-
approximatie bestaat tussen G = {(z, f(x))} en de x-as, dan geldt voor












Neem drie willekeurig punten Al, A2, A3 Op G, dan geldt (zie het bewijs
van stelling 30)
Al - A2 11 + 11 /13 - Al Il Sll A2 - A3 11 +36
of
Al  - A2  11  +  11  A2 - A3  | | 5 | 1  Al  - A3  11  +36
of
l Ai - A3 11 + 11 A2 - A3 ||S|l Al - A2 11 +3€
Aangezien in de driehoek AIA2A3 tegenover de grootste hoek de groot-
ste zijde staat, geldt : indien
A
AIA2A3 2 max{A213Al, A3AlA2}
dan  ook  11  Al  - /12  11  +  11  A2  - A)  11 5  36+  11  /13 - Ai  ll .                                 0
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Hieruit volgt dat als (4;[(G, 1   1), (IIi, 1    1)] = 0, AlA2A3 Op 66n rechte
liggen, m.a.w. G is dan een rechte.
Het omgekeerde van stelling 33 nl., zij f : IR -+ IR willekeurig, veronder-
stel dat voor ieder drietal punten Ai, A2, A3 Op G = {(z, f(x)); z€IR}
waarvoor geldt dat
Al A2/13 2 max{A2A3Al, A3AlA2}
ook geldt dat
11 Al - A2 11 + 11 A2 - A3 115 3ft 11 A3 - Al 11,





f(z)=0 als x 5 0
f(z) =3€ als z>0





Ai A2 P A3
l'Al-A211+IIA2-,4311 5 11 Al-A211+IIA2-PII+IIP-911+119-A311
5 11 Al-A211+IIA,-PII+119-,4311+3€
=-1'Al-Aill+36 511Al-A311+3£
Stel dat we een E-approximatie R hebben tussen de z-as en G, dan
E E E    C
...,
-22,-2,0,2,22,3 ,...€ IR.
Bijp€Z kiezen we Bp €G met (p )RBp. En bij p t l€Z kiezen we
Bp+1  €  G  met  (p +  1)  RBp+1·
Nu geldt:
p RBp en (p + 1)fRBp+14  1(P + 1)& - PU- 11 Bp+1 - Bp 111 5 E.
Dus   |S-  11  6+1  -  Bp  Ill  fi  c
of   -  6  5 1 1  Bp+1  -  Bpll-:  5  €
of  Il Bp+1 - Bp 115 (1 +  )€ 5 3€
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Als Bp op het bovenste deel van G ligt, dan ligt Bp+1 eveneens op
het bovenste deel van G. Met andere woorden, indien 66n Bp op het
bovenste deel van G ligt, ligt elke Bp, p€Z o p het bovenste deel van
de grafiek.
Veronderstel nu dat iedere Bp, p€Z o p h e t bovenste deel van de grafiek
ligt.
Kies nu C€G o p h e t onderste deel van de grafiek.
Er is z E lIt met zRC.
Er is p E Z met |z -pil 5 6.
Dan:  zRC en p RBp 4 |Ix - pfl- 11 C - Bp 11
|
5 €, waaruit
11 C -Bp  1 5 (1 +  )c< 3 .





We willen de waarnemingstheorie zoals deze geformuleerd wordt met
de axioma's Ti, T2, T3, T4, Ts, generaliseren.
Laat X een verzameling van objecten zijn uit de buitenwereld. Verder
veronderstellen we dat er een relatie bestaat van vergelijkende simila-
riteit. Het basisidee is dat dit een relatie moet zijn tussen paren van
objecten, dus een relatie over
    :- <<Zl, x2}; xi € X en x2 E X, xi 36 x2}.
Indien we onze intuitie van vergelijkende similariteit wiskundig willen
vertolken moet deze relatie voldoen aan twee eisen: deze relatie moet
reflexief en transitief zijn.
Laat  d een quasi-orde relatie zijn over       die dus reflexief en transitief
lS.
Wanneer we dit willen uitdrukken in de eerste orde taal met X als uniek
universum van variabelen, dan hoeven we alleen een eerste-orde taal L
te beschouwen met daarin 66n enkel 4-plaatsig relatie symbool T.
We stellen :
T(z, y, z, u) 4* {I, y} 5{z, u}.
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Drukken we de reflexiviteit en transiviteit uit in deze eerste-orde taal,
dan krijgen we volgende axioma's.
Ai        Vzy IT(x, 7, x, y)]
A2        Vzyzuuw [T(z, y, z, u)&T(z, u, v, w) -+ T(x, y, u, w)]
Verder drukken we uit dat de volgorde van de paren geen rol speelt.
Aa        Vxyzu [T(x, y, Z, u) H T(y, z, z, u) *-* T(x,y, u, z)]
Het axioma Ti ingevoerd door Williamson:
Vzyzu [T(Z,y,z, u) v T(z, u, Z, y)]
laten we weg. Het drukt uit dat elke twee paren objecten vergelijkbaar
zijn. Welnu, het is best mogelijk dat twee paren objecten uit (1  qua
gelijkaardigheid gewoonweg niet te vergelijken zijn. Ti drukt uit dat de
T-ruimte totaal is.  Is (X, d) een quasi-metrische ruimte en defini6ren
we T(z, y, z, u) 4* d(z, y) 5 d(z, u), dan geldt Ti automatisch.
We vatten de buitenwereld op als een verzameling X van objecten voor-
zien van een quasi-orde relatie over  (- ).
Alles kan in de eerste-orde taal L(T) uitgedrukt worden en we stellen
ons over de buitenwereld uitsluitend vragen die in die eerste-orde taal
L(T) uitdrukbaar zijn.
We zagen reeds dat als (V, d) een structuur is met quasi-orde relatie
5, Z E  V e n Q(z) =  {y  €  V  I y 5 x} , (K T) een topologie is met
{Q(x) I x€V} als basis. Deze topologie is een Alexandrov topologie.
Omgekeerd, is (V, 1-) een Alexandrov topologie en is Q(z) de transfiniete
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doorsnede van alle open deelverzamelingen die x bevatten, dan is de
relatie z d y# * Q(z) c Q(y) een quasi-orde relatie.
Verder is het duidelijk dat, indien (X, T) een Alexandrov topologie is
en A C X, ook geldt dat
AET 4*Va[aE A *Q(a) CA]
ofwel
A € T *Va,b[a€ A enbda =* b €A].
Definitie 25 : p is limietpunt van A * Q(p) n A 56 0.
Uitgedrukt in de taal van de quasi-orde relaties wordt dit :
p is limietpunt van A * 3a € A[a d p].
Definitie 2 6:A C X i s dicht in X * * elk punt in X i s een limietpunt
van A.
Dus:   Vx  E  X3a  €  A[a  5  z].
Definitie 27: Een lineaire graaf met  (X, A)  met  A Q (x) B open
(in ( )) indien uit {u, v} d {z, y} e A volgt dat {u, v} € A.
Definitie 28 :  Een Zineaire graaf (X, A) met A G (1) is dicht ( in ( ))
indien
V{a, b} C     2  | 3{z, y} C A[{z, y} 5 {a, b}l.
(X,
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Stelling 34:  Zij (X, d) een quasi-metrische ruimte (de buitenwereld),
co E IR+ en
A. = {{x,y} C (1) 1 ,(x,y) < co},
dan is 4, gedejinieerd door
{z,y} 3 {z, u} := d(z, y) 5 d(z, u),
een quasi-onie relatie op (   (welke dus een Alezandrou topologie
C (1), T)  induceert)  en A„  is open in  (1).
Bewijs :    Neem {z,u} € Ac„ stel dat voor {z, y} E  1' geldt dat
d(z, y) S d(z, u). Aangezien {z, u} E Aco, geldt dat d(z, u) < 60.
Maar dan ook d(z, y) S d(z, u) < €0, dus {z, y} € Aco. Op grond van
definitie 27 is Ac, open.                                                     0
Opmerking: Zij X eindig, (X, A) een lineaire graaf, A c  ( ) en (X, d)
een quasi-metrische ruimte, dan geldt dat als A open is in (x), A van
de vorm
A,=  {z, y} e   2<  Id(z, y)< 6 
is voor zekere c  f  IR+.
Inderdaad:  Zij A open in ( ), fo = max {d(z, y) 1{z, y} C A}.
(1) Als {u, u}€ A, dan d(u, v) 5 €0.
(2)  Er is {zo, yo} E A met d(zo, yo) = co.
Als  {u, v} e <    en d(u, v)  S  €o,  dan  is d(u, v)  5  d(zo, yo),  dus
{u, v} E A.
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Dus A = {{u, u} C ( ) I d(u, v) 5 fo .
Omdat X eindig is, is er een c E IR+ z6 dat
A = {{u, v} C ( ) 1,(u,v) s ,}.
Wanneer echter X een oneindige verzameling is geldt in het algemeen
niet meer dat indien A open is, A van de vorm
A =  {u, v} C  2yl I d(u, v) < 6 
/X\
is.  Inderdaad:
Zij X = IR, d = de Euclidische afstand.
Zij A = {{z, y} I d(z, y) 5 1}.
Op grond van definitie 27 is A open.
Stel nu 6>0 e n A= {{x, y} Id(z, y) < E}.
We merken op:  {1,0} E A dus 1 < €.




1                                     6
dus {lf, 0} E A
dus d(1*,0) 5  1.
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Maar 1 < 1*£,we hebben een tegenspraak.
Wat we willen aantonen is, dat het begrip van een niet volledige nauw-
keurige waarneming van een eindig deel van de buitenwereld in feite
neerkomt op 66n enkele open deelverzameling van een Alexandrov to-
pologie. Met andere woorden, dat 66n open deelverzameling van die
Alexandrov topologie volledig de nauwkeurigheid van die waarneming
bepaalt en omgekeerd dat elke waarneming van de buitenwereld juist
66n enkele open deelverzameling bepaalt.  In het bijzondere geval waar-
bij (X, d) een quasi-metrische ruimte is met
T(x, y, z, u) 4*d(z, y) S d(z, u),
ofwel {Z,y} 4{z, u}*d(z,y)  5  d(z,ul,
zal een open verzameling A juist iets zijn van de gedaante
{{x, y} E ( ) 1 ,(x, y) s '0},
voor  zekere  60  E  IR+.
De buitenwereld X is aldus op te vatten als een Alexandrov topologie
op  ( ), waar X de verzameling is van waarneembare objecten.
Hebben we nu in het algemeen een waarneming en kunnen twee objecten
x en y niet meer als verschillend opgevat worden, m.a.w. {z, y}€ A,
dan zullen twee objecten u en v uit de buitenwereld, die nog meer op
elkaar gelijken dan  x  en y,  dus  {u, v}  i  {z, y}, zeker niet  meer als
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verschillend opgevat worden. Maar dit betekent juist dat A een open
verzameling is  in de Alexandrov topologie op  (  .




Zij X een verzameling van metrische ruimten.
(Zi, yl) 5 (z2, y2) 4* dG[Zi, Yll S dG[ZV, 721·
Aan de axioma's Al, A2, A3 is voldaan. Daarenboven is 4 totaal, zodat
< X, T > een totale T-ruimte is.
Beschouw nu de lineaire graaf (X, E) met
E = {{z, y} I dG[(Z, y)] = 0}.
Deze graaf is open en dicht; hij correspondeert met een ideale waarne-
ming.
Alleen metrische ruimten met Gromov-afstand = 0 kunnen niet van
elkaar onderscheiden worden. Met iedere andere waarneming W corre-
spondeert een open-dichte graaf die E als deelgraaf heeft.




Definitie 29:  Een paar <  X,a > met a C P(X) noem en     we     een
meetbare ruimte als
(a) X E a.
(b) Als A E a, dan Ac E a.
(c) De vereniging van aftelbaar ueel elementen van a is een element van
a.
Definitie 30:  Zij < X,a > een meetbare ruimte.  Een maat in X is
een functie B:a- + [O, co]  met de  eigenschappen:
(a) P0 - 0
(b) Als Al,A2,···Ea twee aan twee disjunct zijn, dan is
B(UAn) = E BAn  (0--additivite-it).
(i)   Zij   <  X, a  > een meetbare ruimte voorzien  van  een  maat  B.
{Il' 71} 3 {1:2, 72} 4*
 *(xi)-/1(yl)1 5 IF(z2)- B(Y2)  voor zi, yi E Li Dan voldoet d aan
de  axioma's  Al, A2, A3·   4 is totaal,  dus  (X, T)  is een totale T-ruimte.
(ii) {xi,Yi  4 {Z2, Y21 4* *(Zi n yl) 5 B(Z2 n Y2) voor xi, y: E a. Dan
voldoet  5  aan de axioma's  Al, A2, A3·    H is totaal, dus (X, T) is een
totale T-ruimte.
(iii) {Xi,yl} 3 {z2, 72.  4*
/1[(=l u yl)\(zi n Yl)] 5 FICZ2 u Y2) \(Z2 n Y2)] voor xi,yi E a.  Dan
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voldoet  5  aan de axioma's  Al, A2, A3·    i is totaal, dus (X, T) is een
totale T-ruimte.
Niet-totale T-ruimten
We noemen een T-ruimte niet totaal indien
3zyzu[- T(z, y, z, u)& - T(:,u, z, y)], ofwel
3zyzu[{z,y} i {z, u} en {z,u} 73 {z, y}].
We nemen verschillende (quasi)-metrieken op eenzelfde verzameling X :
(X, di ), (X, 12), (X, d)), ···(X, dk), die verschillende aspekten uitdruk-
ken van een object.
Bijvoorbeeld,
di(z, y) = verschil in kleur tussen x en y.
d2(z, y) = verschil in vorm tussen z en y.
d3(z, y) = verschil in lichtintensiteit tussen z en y.
Definitie 31:  {z,y} d {u, v} 4* d,(z, y) 5 d,(u, v) voor alk
i = 1,2,..., k.  Is diCZ, Y) S di(u, u) maar d2(z, y) > d2(u, v) dan zal
{z, y}   {u, v}  en {u,v} £ {z, y}.
Bij een waarneming zullen nu  €1, €2, · · · ,E k  E  IR+ van belang  zijn :
r-y* di(z, y) 6 4 voor alle i=1,2, . . . ,k.
A„,·.'c* = {{x, y} | z - y} C ( ) is nu een open graaf, maar Act,···,ck is
in het algemeen niet dicht.
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Inderdaad :  Neem {u, v} E  x  met (11(u, v) > €1 en di(u, u) 5 4
voor i=2,3, . . . ,k.
Dan zal voor iedere {a, b}EA (l,···,Ckl {a, b} 0 {u, v}.
Definitie 32 :
E          {({z, y}, {u, u}) I   voor alle i =1, . . . ,k,     d,(z, y) = di(u, v) = a,},
ai   e   IR+,  i   -1,2, . . . ,1, .
Stelling 35:  Zij {z, y} - {u, v} *> d, (x,y) = d, (u,v) = a, voor alle
i  =1,..., k.   Dan  is  .     een equivalentierelatie over g).
Bewijs:
( 1)   Refiexief:
{z, y} ... {z, y} *> d,(x, y) = di(z, y) =a i voor alle i=1, . . . ,k.
(2) Symmetrisch :
Stel {z, y}  -  {u, v},  dwz di (z, y)  =  d, (u, v)  =  at voor alle
i=1, . . . ,k. Dan ook
{u, v} - {z, y} ofwel di(u, u) = di(x, y) - 0 1 voor alle i=1, . . . ,k.
(3)  Transitief:
Stel {x, y} - {z, u}, dwz di(z, y) = d,(z, u)
voor alle i=1 ,...,k;
en {z,u} - {r, s}, dwz di(z, u) = d:(r, s) =a, voor alle i=1 ,·..1 k
Dan ook
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{z, y}  -  {r, s},  m.a.w. d, (z, y) d: (r, s) ai voor alle
2=1,...,k.                          0
Dit levert opnieuw een gekleurde graaf  op.    (al, a2, ···,Ok)  is  dan  de
kleur die hoort bij de equivalentieklasse Eal,a2,···,ak·
In het algemeen zijn deze kleuren niet meer geordend. In het bijzonder





We gaan er van uit dat de nauwkeurigheid, waarmede we de buiten-
wereld observeren naar onder begrensd is. En verder dat het aantal
objecten dat we observeren steeds eindig is.
Zij V een eindig deel van de buitenwereld. We gaan uit van een quasi-
afstandsfunctie d:V x V- * [0, co).  €i s d e nauwkeurigheid waarmede
we de buitenwereld kunnen observeren.
Deze quasi-afstandsfunctie heeft per definitie de volgende eigenschap-
pen:
d(z, y) = 04*I=y
d(z, y)   =   d(y, z)     voor (z, y) €V x V
Voor (z, y) €V x V schrijven we z -7 4* d(z, y) < c.
En voor (z, y) €VxV schrijven we z 76 y * d(x, y) 2 E.
z - y drukt uit dat z niet te onderscheiden is van y; - heet de simi-
lariteitsrelatie. Uit deze relatie - leiden we een relatie -' af die het
mogelijk maakt de buitenwereld te onderzoeken met een nauwkeurig-
heid die groter is dan 6, waarbij € de kleinste 'afstand' is die we in de
buitenwereld kunnen onderscheiden.
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Zij T (w, z,y, z) := d(w, z) 5 d(y, z).
Td voldoet aan vijf axioma's die gesuggereerd werden door T. William-
son in een artikel dat in 1988 verscheen in The Notre Dame Journal of
Formal Logic. Later zal blijken dat het eerste axioma van Williamson
niet alleen overbodig, doch totaal onredelijk is. Elke 4-plaatsige relatie
T die voldoet aan de axioma's van Williamson induceert op V x V een
equivalentie relatie R2, die de paren uit V x V indeelt in een eindig aan-
tal equivalentie klassen, die geordend kunnen worden door een totale
ordening:
R,[(r, y),(u, U)]:= T(z, y,u, v)&T(u,v,Z,y).
• In de bovenste equivalentieklasse zitten de paren die het meest van
elkaar verschillen.
•  In  de tweede equivalentieklasse zitten paren  {z, y}  z6 dat  x  en y
reeds beter op elkaar lijken dan het geval was met de paren uit de
eerste equivalentieklasse.
•  De derde equivalentieklasse bevat paren  {I, y}  die nog beter  op
elkaar gelijken.
• In de onderste klasse zitten ten slotte de paren die niet meer van
elkaar te onderscheiden zijn.
Door de elementen  van de paren  {z, y} in eenzelfde equivalentie
klasse te verbinden door een gekleurde lijn, daarbij voor verschillende
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equivalentieklassen verschillende kleuren gebruikend, ontstaat een m-
gekleurde graaf, waarbij m het aantal equivalentieklassen is.
Er geldt dat er op isomorlie na een unieke aftelbare lineaire m-gekleurde
graaf Um  =  <K Tum  bestaat die universeel en homogeen is.
Vervolgens worden over deze universele random T-ruimte verscheidene
stellingen bewezen.
Stelling 16 luidt als volgt :
Is     (V, Tum> de universele T-ruimte met m equivalentie klassen
Eo,..., Em-1, V f IN, en is {zo, yo} een paar in V, en definieert men
x-y ** T(z, y, zo, yo), dan zal, als {zo, yo} 0 Em-1 (de bovenste equi-
valentieklasse), de lineaire 2-gekleurde graaf (IN, -) steeds isomorf zijn
met de universele graaf Z,4.
Uit deze stelling volgt dat de --relatie geinduceerd door een univer-
sele random T-ruimte onafhankelijk is van de nauwkeurigheid van de
waarneming (tenzij die minimaal is) !
Wanneer we met behulp van een wiskundig model de werkelijkheid
kunnen beschrijven, ligt het voor de hand dat er een bijna-isomorfie
bestaat tussen ons denken en de werkelijkheid.
Een voor de hand liggende definitie van cbijna-isomorf' kan gegeven
worden in termen van de Gromov afstand tussen twee metrische ruim-
ten waarvan de ene metrische ruirnte kan gedacht worden als het per-
fekte model van de werkelijkheid en de andere het model is dat we
konstrueren op basis van onze waarneming.
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Het blijkt dat de Gromov-afstand een metriek is over een deelverzame-
ling van de klasse van metrische ruimten.
Voor het berekenen van Gromov-afstanden bestaan geen vaste regels.
We bewijzen een aantal stellingen die gebruikt worden om de Gromov-
afstand te schatten. De Gromov-afstand wordt in enkele konkrete ge-
vallen berekend. Verder geven we een algoritme voor het berekenen van
Gromov-afstanden tussen eindige metrische ruimten.
We willen de waarnemingstheorie zoals deze geformuleerd wordt door
de axioma's van Williamson veralgemenen.  Laat X een verzameling van
objecten zijn uit de buitenwereld. Verder veronderstellen we dat er een
relatie bestaat van vergelijkende similariteit. Het basisidee is dat dit
een relatie d moet zijn tussen paren van objecten, dus een relatie over
(1)
Indien we onze intuitie van vergelijkende similariteit wiskundig
willen vertolken moet deze relatie voldoen aan twee eisen: deze relatie
moet reflexief en transitief zijn. Zij T(z, y, z, u):= {Z,y} 4 {z, ul.
We gebruiken nu drie axioma's.
Axioma 1 drukt de reflexiviteit van -< uit :
Vzy  [T(Z,y, Z,y)].
Axioma 2 drukt de transitiviteit van d uit :
Vzyzuvw  [T(z, y, z, u)&T(z, u,v, w) -0 T(z,y, v, w)].
Verder drukken we uit dat de volgorde in de paren geen rol speelt.
Axioma 3 Vzyzu  [T(z, y, z, u) *-+ T(y, z, z, u) *-+ T(z, y, u, z)].
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Het axioma Tl van Williamson
Vzyzu  [T(z, y, z, u) v T(z, u, Z,y)]
laten we weg. Het drukt uit dat elk twee paren objecten vergelijkbaar
zijn. Welnu, het is best mogelijk dat twee paren objecten uit    qua
gelijkaardigheid gewoonweg niet te vergelijken zijn.
We laten vervolgens het verband zien tussen quasi-orde relaties en
Alexandrov topologieEn :   als  (K *) een structuur is met quasi-orde
relatie 5, x E V e n Q(x) := {y E V I Y K x}, dan is {9(x) I x€V}
de basis van een Alexandrov topologie (V, T); omgekeerd, is (K 'r) een
Alexandrov topologie en is (2(z) de transfiniete doorsnede van alle open
verzamelingen die z bevatten, dan is de relatie z d y := QC z) c Q(y)
een quasi-orde relatie.
Zij nu (X, d) een eindige quasi-Inetrische ruimte, de buitenwereld voor-
stellend, en zij {z, y} d {u, v} := d(z, y) 5 d(u, u).  Dan is d een quasi-
orde relatie op G). Elke niet volledig nauwkeurige waarneming van
die buitenwereld bepaalt een verzameling  {x, y} E ( ) I d(x, y) < fo}
voor zekere fo. We bewijzen dat de verzamelingen van deze vorm pre-
cies de open deelverzamelingen zijn van de corresponderende Alexand-
rov topologie (Stelling 34). Een niet volledig nauwkeurige waarneming
van een eindig deel van de buitenwereld correspondeert dus met 66n
enkele open deelverzameling van een Alexandrov topologie.
Ik heb met dit alles willen aantonen dat in de problematiek rond de
vraag naar het verband tussen de wiskunde en de buitenwereld de si-
milariteitsrelatie centraal staat.
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Die similariteitsrelatie is echter geen perfekte isomorfie.  Het is een
quasi-isomorfie die bijvoorbeeld in termen van de Gromov-afstand ge-
definieerd kan worden.
We kunnen daaruit twee conclusies trekken.
1. Het verband tussen de buitenwereld en het bewustzijn is geen iso-
metrie. Het is een isometrie op E na.
2. Ons wiskundig denken is enkel isometrisch met zichzelf. Vandaar
dat de wiskunde het steeds heeft over ideeBle objecten die niet in de
buitenwereld voorkomen.
Ten slotte wil ik nog opmerken dat de Gromov-afstand vanuit zuiver
wiskundig standpunt bijzonder interessant is. Micha,81 Gromov geeft
nauwelijks aanwijzingen hoe in konkrete gevallen Gromov-afstanden
kunnen uitgerekend worden. Het is een braakliggend stuk wiskunde
dat rijk is aan interessante maar moeilijke problemen.
Het moge een voorbeeld zijn van hoe een filosofische vraagstelling be-
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This dissertation represents an attempt to understand the relationship
between reality on the one, and the mathematics which tries to make
sense of reality on the other hand.
A study of the relevant literature revealed that central in this field is
the relation of similarity between reality and the mathematical model
with which reality is described.
My starting point is a binary relation - that is reflexive and symme-
trical.
Next, we derive  from this similarity relatibn another binary relation
which we call -'. This too is in general refiexive and transitive.
Next, we axiomatize our theory and show its affinity with the theory
of universally coloured graphs.
Then we posit a concrete - relation: the Gromov distance between two
metric spaces. This relation expresses the concept quasi-isometry. A
number of concrete examples are then offered in which the Gromov-
distances are calculated.  In his work Michael Gromov himself hardly
gives any clues on how in concrete cases Gromov-distances might be
calculated. This is still an unexplored field in mathematics which is
filled with interesting but difficult problems.
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Next the relation is shown between quasi-order relations (which are
refiexive and transitive) and the Alexandrov-topologies.
In the last chapter a theory of perception is sketched.
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